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10.5 M&M XXII. ročńık; 5. série; 5. úloha . . . . . . . . . . . . . . 178

11 M&M XXII. ročńık 6. série 180
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1 M&M XXII. ročńık 1. téma

1.1 M&M XXII. ročńık; 1. téma; 1. př́ıspěvek

Téma 1: Pojd’te pane, budeme si hrát

V témátku se budeme zabývat jednou hrou pro dva hráče. Představte si, že
s kamarádem naṕı̌sete na tabuli b́ılou kř́ıdou všechna přirozená č́ısla (máte
dlouhou tabuli a spoustu kř́ıdy). Ted’ se budete stř́ıdat; každý si ve svém
tahu nejprve vybere jedno b́ılé č́ıslo na tabuli a vybarv́ı jej červeně. Následně
smaže všechna b́ılá č́ısla, která m̊užeme napsat jako součet několika červených
(každé m̊užeme použ́ıt v́ıcekrát). Takže pokud jsme v prvńım tahu vybarvili
trojku, smažeme 6=3+3, 9=3+3+3, . . . Jestlǐze si následně protihráč vybere
pětku, smaže 8=5+3, 10=5+5, 11=5+3+3, . . . Ten hráč, který muśı vybar-
vit jedničku, prohrává.

Nás by zaj́ımalo, co všechno o této hře m̊užeme ř́ıct. Tak třeba – muśı
tato hra někdy skončit, nebo je možné, že si budeme barvit stále nová a nová
č́ısla a nikdy nepřestaneme? Pokud hra vždy muśı skončit, m̊užeme nějak
omezit počet jej́ıch tah̊u? M̊užeme ř́ıci, že hra vždy skonč́ı za méně než tiśıc
nebo třeba milion tah̊u? Pokud hra nemuśı vždy skončit, zkuste naj́ıt nějaký
konkrétńı pr̊uběh takové hry.

Zkusme nyńı jednu konkrétńı hru rozebrat. Prvńı hráč začne s dvojkou a
smaže tak všechna sudá č́ısla. My si následně vybereme pětku a smažeme tak
všechna lichá č́ısla věťśı než pět (7=5+2, 9=5+2+2, . . . ). Nyńı protihráč vy-
barv́ı trojku a my jsme prohráli. Trojku jsme si však mohli vybrat mı́sto pětky
v minulém tahu, pak by na soupeře rovnou z̊ustala jenom jednička a vyhráli
bychom. Pokud v nějaké pozici m̊užeme vyhrát nezávisle na taźıch soupeře,
řekneme, že máme vyhrávaj́ıćı strategii (to je př́ıpad pozice poté, co soupeř
vybarvil dvojku). Má na začátku nějaký hráč vyhrávaj́ıćı strategii? Pokud ano,
jak tato strategie vypadá?

Zabývejte se hrami s konkrétńımi tahy v úvodu hry. Pro začátek m̊užete
zkusit např́ıklad pozice, jež vzniknou po vybarveńı č́ısel 4 a 5, popř́ıpadě 4 a 6.
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Nejprve jsem řešil problém pouze teoreticky (tužka paṕır), během tohoto
stádia bádáńı jsem si všiml několika věćı (některé jsou banálńı, ale jejich
znalosti budeme dále využ́ıvat a proto je zde ṕı̌si):

• K donuceńı soupeře, aby vyškrtl 1 muśı být vyškrtnuty všechny ostatńı
č́ısla.

• Kĺıčová jsou č́ısla 2 a 3. Jelikož po vyškrtnut́ı těchto 2 č́ısel jsou vyš-
krtnuta i všechna ostatńı č́ısla.

• Pokud jeden hráč vyškrtne 2 nebo 3, druhý hráč automaticky vyškrtává
to druhé č́ıslo a vyhrává.

• Můžeme tedy ř́ıci, že ćılem hry je donutit oponenta, aby vyškrtl 2 nebo 3.

Na základě rady v zadáńı jsem se nejprve rozhodl prostudovat konkrétńı hry.
her jsem rozeb́ıral v́ıce, rozebereme si tu pouze jednu, jelikož na všechny tu
neńı prostor (a nav́ıc postup je vždy stejný). Začneme s tahy 4 a 5, zvýrazněná
č́ısla jsou vyřazena. Ostatńı jsou kurźıvou, aby šla lépe rozeznat.

Tah: 1 Tahy: 4 Daľśı na tahu: ”2”
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Tah: 2 Tahy: 4, 5 Daľśı na tahu: ”1”
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Tah: 3.1 Tahy: 4, 5, 6 Daľśı na tahu: ”2”
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Tah: 4.1 Tahy: 4, 5, 6, 7 Daľśı na tahu: ”1”
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Vyhrál hráč č́ıslo 2! (Zbývá pouze: 1, 2, 3)

Tah: 3.2 Tahy: 4, 5, 7 Daľśı na tahu: ”2”
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Tah: 4.2 Tahy: 4, 5, 7, 6 Daľśı na tahu: ”1”
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Vyhrál hráč č́ıslo 2! (Zbývá pouze: 1, 2, 3)

Tah: 3.3 Tahy: 4, 5, 11 Daľśı na tahu: ”2”
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Vyhrál hráč č́ıslo 1! (Zbývá pouze: 1, 2, 3 a 6, 7)
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Na prvńı pohled se nám může předcházej́ıćı zápis zdát nepřehledný. Co
tu tedy máme? Když se pod́ıváme na hlavičku každé tabulky, tak zjist́ıme,
že obsahuje následuj́ıćı údaje: č́ıslo tahu, jaké byly provedeny tahy a kdo je
daľśı na tahu. Celkem po taźıch 4, 5 se nám zbývaj́ı č́ısla 6, 7, 11. Otev́ıraj́ı
se nám zde 3 scénáře:

Prvńı: Hráč č́ıslo 1 vybere č́ıslo 6. Zbude pak už pouze 7 (1, 2, 3 nepoč́ıtáme,
jelikož jejich škrtnut́ı automaticky vede k prohře). Hráč č́ıslo 2 tedy škrtne 7
a t́ımto tahem vyhrává!

Druhý: Hráč č́ıslo 1 vybere č́ıslo 7. Zbude pak už pouze 6. Hráč č́ıslo 2
tedy škrtne 6 a t́ımto tahem vyhrává!

Třet́ı: Hráč č́ıslo 1 vybere č́ıslo 11. Zbude pak zbudou 6 a 7. Hráč č́ıslo
2 tedy škrtne vyškrtne jedno z nich, následně hráč 1 vyškrtne to druhé a
vyhrává!

Prvńı i druhý scénář tedy vyhrál hráč č́ıslo 2, ale třet́ı vyhrává hráč 1 a
jelikož to bude hráč č́ıslo 1, kdo bude vyb́ırat scénář, bude to on, kdo vyhraje.

Tento postup jsem aplikoval na následuj́ıćı otev́ıraj́ıćı tahy: 4 a 5; 4 a 6;
4 a 7; 8 a 4; 4 a 9. Pokud jsem neudělal chybu (výpočt̊u bylo poměrně hodně
a občas bylo těžké se v tom všem zorientovat, takže si netroufám za tyto
výpočty naprosto 100% ručit) tak by všechny tyto hry měl vyhrát hráč č́ıslo 1.

Jak jste si možná všimli, v tabulce byla č́ısla pouze od 1 do 20. Toto
zjednodušeńı jsem si mohl dovolit z toho d̊uvodu, že všechny č́ısla větš́ı než
20 už byla vyškrtnuta. Jelikož jsme vyškrtli 4, muśı být logicky každé 4. č́ıslo
vyškrtnuté, a jelikož je zde série 4 vyškrtnutých č́ısel v řadě, máme jistotu,
že všechna následuj́ıćı jsou též vyškrtnutá.

Jako v́ıtězný tah si označ́ıme tah, který v x-tém kole nenechá druhému
hráči v kole x + 1 tahy tak, aby bylo kolo x + 2 opět v́ıtězné. (a opět)
Konkrétně: Hráč 1 nepotřebuje, aby všechny možnosti vedly k v́ıtězstv́ı (hráče 1),
ale aby vždy když hraje hráč 2, tak aby 2 nemohl svým tahem vyhrát.
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Mějme následuj́ıćı předpoklad: Pokud hráč 1 začne hru tahem, že smaže
č́ıslo 4. Hráč č́ıslo 2 prohrál nezávisle na výběru č́ısla ve druhém tahu. Tomuto
předpokladu nahrávaj́ı mé experimenty s druhými č́ısly od 5 do 9. Pak mě
však ale napadlo, že hráč č́ıslo 2 tedy nebude cht́ıt vyb́ırat č́ısla v rozsahu od
5 do 9, teoreticky může tuto volbu ”odložit”, tak, že vybere nějaké ohromné
č́ıslo (1 000 000). Pokud by pak chtěl hráč č́ıslo 1 zavést hru do těchto č́ısle,
sám by se chytil do pasti. Jelikož předchoźı tah hráče 2 by neměl vliv a pozice
hráč̊u by se ted’ dočista otočily.

V předchoźım odstavci se nám objevil pojem ”zahodit tah”č́ımž bylo
označeno zahráńı nějakého hodně vysokého č́ısla. Objevuje se mám zde př́ı-
ležitost odpovědět na jednu z otázek v zadáńı, je počet tah̊u hry omezený?
Představme si tedy, že zahrajme nějaké hodně velké č́ıslo, (t́ım vyřad́ıme jeho
násobky) a nyńı č́ıslo vedle něho (t́ım vyřad́ıme jejich kombinace). Začnou
se nám tu tedy periodicky vytvářet takové ”ostrovy”č́ısel. Č́ısla jsou daleko
do sebe, takže bude stále hodně ”prostoru”mezi nimi. Když však zav́ıtáme
do vyšš́ıch řád̊u, zjist́ıme, že mezery mezi ”ostrovy” vyškrtnutých č́ısel se
budou postupně zmenšovat, až někde zaniknou. Podle mě má tedy tedy hra
omezený počet tah̊u, zálež́ı však na prvńıch 2 taźıch (zálež́ı na nich to, kolik
bude maximálně tah̊u) a pokud budou prvńı tahy opravdu velké, tah̊u může
být tolik, že se toto č́ıslo může bĺıžit k nekonečnu. Nejv́ıce můžeme hru pro-
tahovat tak, že (představme si, že největš́ı č́ıslo je 721) budeme hrát 721; 720;
719. . . (princip je mysĺım jasný) V takovém př́ıpadě bude hra trvat opravdu
dlouho. Jinak jako zaj́ımavost dodám, že nejkratš́ı hra bude: 3; 2; 1 (3 tahy).
Zde hráč č́ıslo 1 prohrál hru už v prvńım tahu, chybou, že škrtl jedno z č́ısle
2 nebo 3.

Po tomto jsem si řekl, že problém je však tak obsáhlý a že poč́ıtáńı jen
jedné varianty na paṕı̌re zab́ırá tolik času, že je na času pomoci si moderńımi
technologiemi. Napsal jsem si tedy pseudo-”program”v excellu. Proces fun-
gováńı ”programu”je popsán v př́ıloze A na stranách 11 až 12.

Nakonec jsem se rozhodl, že je potřeba napsat nový ještě propracovaněǰśı
program! To jak tento program bude fungovat naleznete v př́ıloze B na
stranách 13 až 13. (TODO)

Nakonec nám tu vystávaj́ı otázka: Je hra pro jednoho hráče vyhraná
(zat́ım by se jako kandidát nab́ızel sṕı̌se hráč 1)? Podle vědce Ernsta Zer-
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mela by každá logická hra pro dva měla mı́t v́ıtěznou strategii (cestu) pro
jednoho z hráč̊u. Je v našim silách toto řešeńı nalézt? (viz. šachy atd.). To je
otázka kterou budeme rozkrývat v pokračováńıch tohoto článku.

To by bylo prozat́ım vše, nezapomeňte si programy z př́ılohy stáhnout a
ozkoušet je! :-)
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Př́ıloha A

V této př́ıloze je popsáno, jak se v přiloženém ”programu”orientovat, zadávat
do něj hodnoty, zjǐst’ovat výsledky a také se pod́ıváme jak tento ”program”
vlastně funguje.

V př́ıloze jste si stáli 2 soubory, jeden výrazně menš́ı a jeden výrazně větš́ı.

Ten menš́ı je optimalizovaná zjednodušená verze která slouž́ı pouze pro
krátké hry, poč́ıtá č́ısla pouze do 100 a můžou se zde hrát pouze 4 tahy (2
kola), na druhou stranu provád́ı všechny výpočty výrazně rychleji a je vhodný
pro pomalé poč́ıtače nebo rychlé hry, kdy se zabýváme pouze menš́ımi č́ısly.

Poté tady máme větš́ı verzi které se budeme věnovat v́ıce. Dokáže simulo-
vat i deľśı hry, poč́ıtá č́ısla do 1000 a může se zde hrát 10 tah̊u (5 kol), všechny
výpočty však provád́ı výrazně pomaleji a i výkonněǰśı poč́ıtače můžou mı́t
problémy1. Je vhodný pro komplexněǰśı deľśı hry.

Nyńı přistouṕıme k pr̊uběhu výpočtu, jelikož menš́ı verze je jen pouze
zjednodušenou verźı velké verze poṕı̌seme si pouze proces výpočtu ve velké
verzi. Když soubor otevřeme měla by nás uv́ıtat stránka ”Zadáváńı & Výsledky”
Tuto stranu nemuśıme po celou dobu opouštět, všechno zadáváńı i výsledky
se zobrazuj́ı na této straně. Nahoře je 10 poĺı, do těchto poĺı zapisujeme
svoje tahy (ideálně zleva doprava); ńıže je 1 000 č́ısel, v př́ıpadě, že je okolo
č́ısel b́ılá, znamená to, že č́ıslo ještě neńı škrtnuté/smazané/eliminované. . .
V př́ıpadě, že okoĺı č́ısla zčervenalo č́ıslo bylo škrtnuto/smazáno/eliminováno.

Nyńı si vysvětĺıme jak ”program”rozhoduje jestli č́ıslo bylo vyřazeno nebo
ne. Obecný postup je, že program má řadu č́ısel od 1 do 500, pak se pod́ıvá
jestli už bylo č́ıslo eliminováno nebo ne. V př́ıpadě, že č́ıslo bylo eliminováno,
ponechá jeho hodnotu pokud ne je č́ıslo nahrazeno 0. V následuj́ıćım řádku
pod č́ıslem je k č́ıslo přičtena následuj́ıćı neznámá (např́ıklad pokud jsme
měli vstupńı hodnoty platné pro prvńı 4 neznáme pak přič́ıtáme 5. neznámou)
Tento proces je opakován 250×. Posléze je u každého č́ısla od 1 do 500 zjǐstěno
jestli se mezi č́ısly vyskytuje. Následovně je celý tento proces opakován pro
daľśı č́ıslo. Tento postup zaručuje platnost pro prvńıch 500 č́ısel. Pokud neńı

1V Excelu můžete sledovat pr̊uběh výpočtu v pravém dolńım rohu.
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vyškrtnuta 1 dř́ıve než je nutné)

Technická poznámka: Původně měl být ”program”pro prvńıch 1 000 č́ısel.
Po testech však bylo zjǐstěno, že procesoru Intel Core i5-3570K (1 z výkonněǰśıch)
by poč́ıtáńı tohoto problému zabralo přes 30 s. Po chvilce se ukázalo, že
veškeré testováńı by bylo časově extrémně náročné. Proto jsem se rozhodl
sńıžit počet poĺıček na 500 a sńıžit tak 4×! náročnost celého procesu (/délku
výpočtu).
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Př́ıloha B

Zde si ve zkratce poṕı̌seme fungováńı ”programu 2.0” Z určité části bude
využ́ıvat stavbu p̊uvodńıho programu (př́ıloha A strana 11). Nejprve zadáme
programu pár č́ısel (2?) program pak tradičně vypoč́ıtá vyškrtnutá a nevyš-
krtnutá č́ısla. Poté vezme pouze nevyškrtlá č́ısla. Představme si tyto č́ısla
jako řetězec (vyškrtnutá č́ısla jsou nahrazena 0). Např́ıklad: 1; 2; 3; 0; 0; 6;
7; 0; 0; 0; 11; 0; 0; 0. . . Následně program tento řetězec uprav́ı na 1; 2; 3; 6; 7;
11 Poté bude postupně brát jednotlivá č́ısla a bude je zkoušet, poč́ıtat jaká
č́ısla z̊ustali, upravovat opět řetězec. . .

Problém je, že pokud budu opět psát tuto ”aplikaci”v programu excel
bude to de-fakto znamenat všechny tyto možnosti spoč́ıtat. Daľśı problém
bude v celé optimalizaci a v tom, že v každém pokud budeme program psát
pro x č́ısel a n daľśıch tah̊u, budeme muset celý tento proces provést xn.
Podle mı́ch předběžných odhad̊u nemůže x být menš́ı než 5 a n menš́ı než 3
nebo 4. A i tak by to bylo pravděpodobně málo.

I pokud bychom z naš́ı ukázkové hry na straně 7 vypustili ze řetězce
prvńı tři č́ısla (po jejichž vyškrtnut́ı hráč automaticky prohrává (1; 2; 3))
Naše aplikace by musela tento výpočet provést 33 = 27× krát. Tento program
tedy bude náročný jak po stránce výpočetńı, tak i po stránce psaćı a nakonec
i organizačńı (zorganizováńı struktury).
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1.2 M&M XXII. ročńık; 1. téma; 2. př́ıspěvek

•
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V mém minulém článku jsme krátce rozvedl problém
”
Pojd’te pane, bu-

deme si hrát!“. Dnes se budu věnovat novým poznatk̊um, kterých jsme od té
doby dosáhl.

Program 3.0 Beta

Ke stáhnut́ı zde: http://ulozto.cz/xcXGB19F/22-00-01-05-21-xlsx

Stručně si poṕı̌seme jak program funguje, Základńım elementem ”pro-
gramu”je list, list má vždy vstupńı a výstupńı hodnoty. Vstupńı hodnoty jsou
která č́ısla jsou vyškrtnutá a které č́ıslo škrtáváme ted’. Začneme t́ım, že ”ja-
koby”zadáme č́ıslo 4. Program si vezme všechny č́ısla která jsou vyškrtnutá a
1× až 25×. 25× až 25× je z d̊uvodu optimalizace, poč́ıtám s t́ım, že ani jeden
z hráč̊u neńı sebevrah a proto nejmenš́ı č́ıslo, co kdy bude někdo škrtat bude 4
(1, 2 a 3 se budou škrtat až budou všechny ostatńı vyškrtnutá). Poté program
zkontroluje u všech č́ısel do 100 jestli se vyskytuj́ı v tabulce. Poté vytvoř́ı 2
řetězce: Prvńı o 100 členech, od 1 do 100, kde se bud’to nacháźı 0 pokud č́ıslo
nebylo vyškrtnuto a č́ısla x, y . . ., pokud už tato č́ısla vyškrtnuta byla. A poté
řetězec který vzniká změnou tohoto řetězce a to tak, že postupně jsou vy-
nechána všechny prázdná mı́sta a dostáváme řetězec pouze nevyškrtnutých
č́ısel (krom 1, 2 a 3). Tyto krátké řetězce jsou pak dále pośılány na daľśı
listy které vypoč́ıtávaj́ı scénáře. Poté jsou tato data exportovány do grafické
podoby a na jeden souhrnný list.

Co je ale zaj́ımavěǰśı, jsou zde pak dále daľśı listy, které berou data z
posledńıho listu po kterém někdo hrál a opakuj́ı stejný postup pro r̊uzná
č́ısla, co zbyla (ty postupně berou z krátkého řetězce). Poté vytvářej́ı po
každém scénáři krátký a dlouhý řetězec, které berou daľśı listy. K pochopeńı
pomůže obrázek na daľśı straně:
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Nejprve část C bere krátký řetězce s 10 prvńımi nevyškrnutými č́ısly (bez
1, 2 a 3) z předchoźıho listu.

Poté část D bere dlouhý řetězec z předchoźıho listu a tak zjǐst’uje která
č́ısla jsou vyškrtnutá.

Pak si všechny části E1 až En berou stejný dlouhý řetězec, ale jiný prvek
z krátkého řetězce (E1 vždy 1. nevyškrtnuté č́ıslo až En bere n-té č́ıslo). A
na konci každá část vytvář́ı nový dlouhý řetězec.

Části F slouž́ı na vytvářeńı krátkých řetězc̊u. A to tak, že ze seznamu
vyškrtnutých č́ısel vytvář́ı seznam nevyškrtnutých č́ısel a poté, pokud je před
č́ıslem v seznamu 0 (vyškrtnutá č́ısla jsou nahrazeny 0), je č́ıslo posunuto
dopředu.

A nakonec část A ”shromažd’uje”krátké řetězce a část B shromažd’uje
dlouhé řetězce. Tato posledńı část je udělaná už jen pouze pro zpřehledněńı
při tvorbě programu.

A nakonec data odcházej́ı na daľśı listy který celý proces opakuj́ı.

Problém je však následuj́ıćı, pokud vezmeme, že chceme vypoč́ıtat výsledek
(kdo vyhraje) pro řetězec o délce n bude potřeba pro n > 4 a v́ıce, potřeba
poměrně dost list̊u. Konkrétně, pokud by n bylo rovno 10, bylo by to
4 037 913 list̊u (=

∑
n! + (n − 1)! + (n − 2)! . . .+ 1!), což pokud použ́ıváte

takové programy jako excel znamená, že tento program je nenapsatelný a, že
vám tento program žádný poč́ıtač neutáhne a nav́ıc n = 10 ještě neńı úplně
dostačuj́ıćı. . . Takže jak to obej́ıt? Tak z toho, že program bere vždy nejdř́ıve
prvńı č́ıslo vyplývá, že zde vznikne ”větev”list̊u, které (pokud nejsou ještě
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nejsou tato č́ısla vyškrtnutá) vyškrtnou č́ısla 4, 5, 6 a 7. Což bude znamenat,
že se dostanou poměrně brzy k nějakému výsledku a tud́ıž listy, co by je
následovali nejsou potřeba.

Pak mě napadlo, že celý proces bychom také mohli vźıt i tak trochu
odzadu: Zbývá nám posledńı č́ıslo na vyškrtnut́ı, jaké to bude? Jsou jen 4
č́ısla, co to mohou být: 4, 5, 6 a 7. A co dvojice č́ısel? Těch je 9 (neńı potřeba
je vypisovat). Důležité zde ale je, že zat́ım, co dvojice 4, 6 vede k v́ıtězstv́ı
hráče co je na tahu, dvojice 6, 7 vede k v́ıtězstv́ı hráče co na tahu neńı.
Tud́ıž toto nám výrazně pomůže v tom ohledu, že počet list̊u by to zmenšilo
přibližně na něco takového (=

∑
(n − 2)! + (n − 3)! + (n − 4)! . . . + 1!)

A nav́ıc ještě odstraněné ”větve”by celkový počet rovněž o něco sńıžili. Pak
mě ale napadlo, že by se to chtělo podrobněji pod́ıvat na to jaká č́ısla jsou
vlastně vškrtávána jako posledńı:

Jaká č́ısla jsou vyškrtávána jako posledńı

Hned na začátek bych chtěl varovat, že se nejsem jistý jestli tento poznatek
v̊ubec k něčemu je a vyskytuje se zde několik spekulaćı, ale přǐslo mi to
natolik zaj́ımavé, že jsem se rozhodl, to sem zařadit. Asi nejlepš́ı bude, když
nejprve nakouknete na daľśı stranu. Vlevo nahoře je uvedeno jestli se jedná
o dvojici, trojici, čtveřici nebo pětici posledńıch č́ısel. V popisku sloupce se
vždy nacháźı č́ıslo, kterým skupina zač́ıná a v popisku řádku kterým č́ıslem
pokračuje a poté, kolik takových skupin existuje. V mı́stě mocnin těchto č́ısel
je pak napsáno, zastoupeńı mezi jednotlivými třet́ımi č́ısly skupin.
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1 4 5 6 7 1 4 5 6 7

– 1 1 1 1 – 1 1 1 1

2 4 5 6 7 2 4 5 6 7

5 1 5 1
6 1 1 6 1 1
7 1 1 1 7 1 1 1
8 1 8 1
9 1 1 9 1 1

3 4 5 6 7 3 4 5 6 7

5 61,1,1,1,1,1 5 7
6 41,1,1,1 31,1,1 6 5 4
7 21,1 21,1 1 7 3 3 2
8 11 8 2
9 9 1 1

4 4 5 6 7 4 4 5 6 7

5 187,5,3,2,1 5 25
6 84,3,1 53,2 6 13 9
7 22 22 7 5 5 2
8 8 2
9 9 1 1

5 4 5 6 7 5 4 5 6 7

5 4124,12,4,1 5 66
6 108,2 73,2,1 6 23 16
7 22 22 7 7 7 2
8 8 2
9 9 1 1

pozn: 41 = 24 (8, 6, 4, 3, 2, 1) + 12 (5, 4, 2, 1) + 4 (3, 1) + 1 (1)
pozn: 10 = 8 (4, 3, 1) + 2 (2)
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Můžete si zde všimnou poměrně zaj́ımavé věci a to, že pokud se např́ıklad
pod́ıváme do čtveřic do buňky (”4”; ”5”), vid́ıme zde: 187,5,3,2,1 (V mocnině
je zapsáno zastoupeńı jednotlivých č́ısle na 3. mı́stě) a pokud se pod́ıváme
mezi trojice do sloupečku ”4”vid́ıme zde č́ısla 6, 4, 2, 1. A pokud porovnáme
tyto řetězce: 7, 5, 3, 2, 1 a 6, 4, 2, 1, vid́ıme, že zde je něco jako +1 pravidlo.
Podobnou závislost můžeme naj́ıt na v́ıce mı́stech tabulky. Velmi zaj́ımavý je
přechod k pětićım, kdy vlastně řeš́ıme č́ısla na 4. mı́stě a zjǐst’ujeme, že je zde
rovněž +1 pravidlo. Bohužel se mi nepovedlo naj́ıt nějaké univerzálńı pravi-
dlo nebo alespoň pravidlo pro každou z buněk abych mohl vzorcem vyjádřit,
kolik č́ısel bude n-tém stupni.

Napadlo mě, že by ale mohlo být zaj́ımavé se na jednotlivé skupiny
pod́ıvat a zajistit, kdo jakou skupinu vyhrává a zda se z toho dá něco vy-
sledovat (Zároveň se zde také nab́ıźı možnost tyto poznatky aplikovat při
tvorbě nějakého programu). Výsledky bádáńı vypadaj́ı do trojic velmi pěkně
a to takto (tučné ṕısmo znamená, že vyhrál hráč, který se k tomuto řetězci
dostal jako 1.; kurźıva znamená, že vyhrál ten druhý):

1 4 5 6 7

– 1 1 1 1

2 4 5 6 7

5 1
6 1 1
7 1 1 1
8 1
9 1 1

3 4 5 6 7

5 61,1,1,1,1,1

6 41,1,1,1 31,1,1

7 21,1 21,1 1
8 11

9

Jak vid́ıme, tak v př́ıpadě jednoho č́ısla vyhrává prvńı hráč, stejně tak
jako u tř́ı. U dvou č́ısel je tabulka rozdělená a to u č́ısla 8, což je násobek 4,
což souviśı s t́ım, že dvojice pak jde vyškrtnou celá najednou. Otázka je, zda
se dá nalézt nějaká posloupnost, což bude předmětem daľśıho zkoumáńı.
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1.3 M&M XXII. ročńık; 1. téma; 3. př́ıspěvek

•
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V předešlých č́ıslech jsem odvodil několik základńıch pravidel hry a věnoval
se r̊uzným programům a pozoroval jaká č́ısla jsou vyškrtávána jako posledńı.

Program 4.0

Důležitého pr̊ulomu jsem dosáhl v psańı mých programů. Prvńı programy
dělali v zásadě to, že nejprve měly řetězec nevyškrtnutých č́ısel a poté ke
všem těmto č́ısl̊um bylo vyškrtnuté č́ıslo několikrát přičteno a vznikly všechny
možné kombinace a potom bylo vzato jedno č́ıslo za druhým a hledáno jestli
bylo vyškrtnuto.

Tento proces byl však ale poněkud zdlouhavý, např́ıklad pro 500 č́ısel a
10 tah̊u trval výpočet k 15 s. Podařilo se mi však přij́ıt se složitěǰśım algo-
ritmem, který je však mnohem rychleǰśı, je tak rychlý, že poč́ıtal 1000 č́ısel
a 50 tah̊u za přibližně 3 s.

Nebudu zde celý algoritmus popisovat, ale představ́ıme si hlavńı princip.
Vezměme hru 4, 7. Zbude nám 5, 6, 9, 10, 13, 17 (a samozřejmě 1, 2 a 3,
ale u těchto č́ısel předpokládáme, že vyškrtá nejsou, jinak by už hra přeci
skončila). A řekněme, že jsme škrtli 9. A nyńı co udělá algoritmus? Algo-
ritmus má něco jako kroky. Nejprve se pod́ıvá jestli rozd́ıl č́ısel (5 - 9) je
záporný, v tomto př́ıpadě je, takže č́ıslo se neškrtá, dále máme 6 - 9, to je též
záporné, poté jestli se č́ısla nerovnaj́ı (9 = 9). Takže č́ıslo se škrtá. A nakonec
přicháźı posledńı a nejsložitěǰśı krok, muśıme nějak vymyslet, jak škrtnout
13 a 17. A nyńı: Když bude škrtnuto č́ıslo o 9 menš́ı než 13 (4), tak 13 bude
škrtnuto (4 je škrtnuto, 9 též 4 + 9 = 13). Tud́ıž, my se po pod́ıváme zpět
na č́ısla, co byla škrtnuta, tak z toho můžeme zjistit, jestli je č́ıslo škrtnuto
nebo ne. Dále pak od 17 odečteme 9, to je 8, 8 je škrtnuto, 17 je škrtnuto.

Za povšimnut́ı stoj́ı, že algoritmus je výrazně složitěǰśı, ale délka celého
výpočtu se snižuje (dř́ıve by se dala náročnost vypoč́ıtat asi jako ax4, zato
ted’ bx3, z toho vid́ıme, že pro x = 1000 bude druhý výpočet rychleǰśı, jelikož
a i b, je přibližně ve stejném řádu)

A nyńı se pod́ıváme na to, jak funguje předpověd’ toho, kdo vyhrál. Prvńı
d̊uležitý prvek je databáze, je to nově přidaný prvek a využ́ıvá posledńıch
škrtaných č́ısel z konce mého minulého př́ıspěvku. Ve zkratce: představme
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si, že nám zbývaj́ı posledńı 2 č́ısla na škrtnut́ı. Jaké dvojice to mohou být?
[4; 5], [4; 6], [4; 7], [4; 8], [4; 9], [5; 6], [5; 7], [5; 9], [6; 7]. A ted’ si představme,
že jsme se dostali do jedné z těchto situaćı,je pro nás hra vyhraná nebo pro-
hraná? To se dá zjistit experimentálně (To koneckonc̊u neńı pro 2 posledńı
č́ısla tak těžké zjistit). A nyńı zaneseme všechny tyto data do databáze, která
je zakóduje tak, abychom je mohli později využ́ıt.

Nyńı se opět vrat’me ke hře 4,7. Zbývá 5, 6, 9, 10, 13, 17. Program má
několik úrovńı, nejprve se načte načte řetězec 5, 6, 9, 10, 13, 17. 2 Tento
řetězce se zkoṕıruje do prvńı úrovně, kde několik (10) podprogramů (několik
na sobě nezávislých část́ı, které něco poč́ıtaj́ı) si nejprve opět zkoṕıruj́ı řetězec
a pak každý podprogram škrtne jiné č́ıslo a provede výpočet. Poté jsou opět z
řetězce vypuštěny vzniklé mezery. Nakonec podprogramy předaj́ı vypočtená
data podprogramům o úroveň ńıže (těch je o 1 měně, jelikož pokud jsme měli
10 č́ısel, tak jich ted’ máme nejv́ıce 9 a posledńı podprogram by se ”nudil”a
to nechceme :-). Vznikne nám takový ”strom”.

Program má několik úrovńı pokud jsme na začátku měli nějaká č́ısla a
podprogram mám několik úrovńı, tak nám zbyla nějaká č́ısla, jak z toho
ale dostaneme, kdo vyhrál? Na konci každého podprogramu máme nějaký
řetězec. A když ten dohledáme nějak v databázi tak máme vyhráno! Tud́ıž
zakódujeme náš řetězce co máme na stejný formát jako je databáze.3 Pro-
gram tedy zakóduje řetězce, přičte 1 pod́ıvá se jestli v databázi něco takové
je, jestli ano, tak vyhrál hráč, co táhl, pak zkuśı přič́ıst 2 a zkuśı ji naj́ıt.
Na úrovni se děje pouze toto. Pokud je vyškrtnuto dostatečně č́ısel, tak nám
každý podprogram dá nějakou odpověd’. Jinak pokud se program nedokáže
rozhodnou dá 0 a pokud jsou všechny č́ısla škrtnutá tak 3.

Poté jde program o úroveň výše pod́ıvá se do databáze a řekněme, že nic
nenajde a ted’: Pokud existuje podprogram v nižš́ı úrovni, kde vyhraje hráč
co neńı na tahu (jelikož to je ten hráč, co ted’ na tahu je), tak hráč co je
ted’ na tahu bude hrát tuto variantu, aby vyhrál. Pokud všechny varianty

2O práci s řetězci jsem psal dř́ıve, ve zkratce stač́ı ř́ıci, že máme řetězec všech
nevyškrtnutých č́ısel s nulami (1, 2, 3, 0, 0, 6, 7, 0 (kde 0 je vyškrtnuté č́ıslo)) a ten
změńıme na řetězec, kde máme pouze nevyškrtnutá č́ısla. (1, 2, 3, 6, 7, 11)

3V našem př́ıpadě je databáze konstruována na 5 č́ısel, vezměme 6, 7, 11 , kdo se
dostane k této kombinaci, tak vyhrál, naṕı̌seme tedy 1, jako, že vyhraje hráč, co je na
tahu máme tedy: 671100001 - prvńı č́ısla jsou menš́ı než 10 a daľśı maj́ı 2 mı́sta.
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vedou k v́ıtězstv́ı hráče, co ted’ na tahu neńı, tak logicky vyhrál hráč, který
na tahu neńı. Pokud by se ale vyskytovala 0 (nevěděli bychom, kdo vyhrál),
tak pokud by mohl hráč co je na tahu vybrat pro něj vyhrávaj́ıćı scénář, tak
se nic neděje, vyhrál. Pokud ale toto udělat nemůže, tak nev́ıme jelikož, co
kdyby se pod 0 skrývala 1, tak bychom nebyli schopni předpovědět výsledek.
Tud́ıž výsledek je pak 0.4 Poté jde program o úroveň výše a opakuje postup,
dokud nedojde až k prvńım podprogramům, z těch opět stejnou metodou
vytáhneme výsledek.

A nyńı v́ıme jestli hráč co je na tahu vyhrál nebo ne a z toho už neńı ta-
kový problém (na základě počtu tah̊u) vytáhnout jestli vyhrál hráč 1 nebo 2.

Můžeme si všimnou, že pokud škrtáme posledńı č́ıslici, tak vždy ubereme
posledńı č́ıslici, v extrémńım př́ıpadě vypadá tedy pouze 1 č́ıslo. Aktuálně má
program 4 stupně a databáze je do 4 č́ısel, takže program dokáže spoč́ıtat,
kdo vyhrál pokud nám zbývá 8 a méně č́ısel.

Nakonec má ještě takový nápad: Co když hra neńı rozhodnuta do té
chv́ıle, dokud vyškrtnutých č́ısel neńı konečný počet? Potvrzeńı toho výroku
by znamenalo v́ıtězstv́ı hráče č. 2. Ale toho je čistě diskutabilńı. . .

Program 4.1

Aktuálně, s jistotou v́ıme, kdo vyhraje pokud sńıž́ıme počet č́ısel, co zbývaj́ı
na 8. Jak tento počet navýšit? Můžeme přidat nějaké stupně, to však výpočet
prodlouž́ı. Nebo můžeme zvětšit databázi (To vypadá docela přijatelně, ale
bude to nejpracněǰśı). A nebo si též můžeme všimnou, že pokud škrtáme
posledńı č́ıslo, tak vypadá pouze jedno č́ıslo, ale pokud škrtáme už předpřed-
posledńı, máme docela docela solidńı šanci, že jich škrtneme v́ıce. (Nemám
pro to vyloženě d̊ukaz, ale funguje to tak). Tud́ıž pokud by se program jen
mı́rně rozš́ı̌ril pouze na pár vhodných mı́stech mohlo po přinést extra č́ıslo
nebo možná 2, což rozhodně neńı k zahozeńı!

4Výskyt 3 řešit nemuśıme, jelikož nehroźı, že by se do tohoto výběru dostala (vždy to
ještě předt́ım zachráńı databáze).
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1.4 M&M XXII. ročńık; 1. téma; př́ıspěvek do M&M

Ano! Pét’a měl dokonce článek v časopisu! :)
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V tomto článku se budu věnovat základńım pravidl̊um hry.

Určitě nic nepokaźıme, když si nejprve cvičně zkuśıme několik her. Můžeme
si všimnout několika věćı:

1) Předpokládejme, že nikdo nechce prohrát (oba chtěj́ı vyhrát).
2) Druhého hráče donut́ıme ke škrtnut́ı 1, t́ım, že mu škrtneme všechny

ostatńı č́ısla.
3) Pokud je vyškrtnuta 2 a 3, tak už zbývá pouze 1.
4) Pokud tedy druhý hráč škrtne jedno z těchto č́ısel, my škrtáme to

druhé a on pak muśı škrtat 1 (a naopak).
5) Zkutečným ćılem hry je tedy donutit druhé hráče ke škrtnut́ı 2 nebo

3, t́ım, že mu škrtneme všechna ostatńı č́ısla.

Je tedy na čase představit si nějakou konkrétńı hru, např́ıklad hru 4, 5 ze
zadáńı.

Na prvńım řádku je výchoźı situace (všechna č́ısla), na druhém po vyš-
krtnut́ı 4 (po tahu hráče 1) a na třet́ım je situace po vyškrtnut́ı č́ısla 5 (po

Strana 25 z 346
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tahu hráče 2). A nyńı má hráč 1 na vybranou ze 3 možnost́ı, může škrtnout
6 nebo 7, nebo 11. Po vyškrtnut́ı prvńıch dvou č́ısel nám už pak zbude pouze
1 č́ıslo (1, 2 a 3 nadále nepoč́ıtáme). Po škrtnut́ı č́ısla 11 nám však zbývaj́ı
ještě 2 č́ısla (6 a 7) a jak vid́ıme, tak hráč č́ıslo 2 nemůže vyškrtnout obě
tyto č́ısla naráz, tud́ıž tam jedno nechá a to vyškrtne hráč č́ıslo 1 a vyhraje.
A jelikož tedy ve 3. tahu (druhém tahu hráče 1) existuje možnost, jak on
vyhraje, nebere si tuto možnost, kdy vyhraje a stane se v́ıtězem.

Všimněme si však, že pokud škrtneme č́ısla 4 a 6, tak vyškrtneme všechna
sudá č́ısla (až na 2, ale to nás tak nevzrušuje, vzhledem k tomu, že o č́ıslech 2
a 3 se vlastně v̊ubec nebav́ıme). Ale to d̊uležitěǰśı je, že nevyškrtnutých č́ısel
je však nekonečně mnoho (všechna lichá). To je však větš́ı problém a nám pro
začátek bude stačit, když se vždy budeme zabývat uzavřenými skupinami.
(Tedy zvoĺıme si nejprve několik č́ısel na začátek, která budou vyškrtnuta
tak, aby byl počet nevyškrtnutých č́ısel konečný).

Všimněme si rovněž, kdy dostaneme uzavřenou skupinu: Když jsme škrtali
4 a 6, tak jsme ji nedostali, když škrtneme 8 a 4 tak rovněž ne a při 10 a
12 také ne. Ale i tak existuje pouze nějaké největš́ı sudé č́ıslo a ty nakonec
vymiźı, poté přijdou na řadu lichá. A po zvoleńı jakéhokoli lichého č́ısla se
nám pak skupiny uzavře a jakmile je skupina uzavřená, hra muśı skončit.
Hra tedy muśı skončit, ale nemůžeme ř́ıci kdy, počet tah̊u se může bĺıžit k
nekonečnu.

A nyńı si představme, že jsme právě škrtli posledńı č́ıslo a zbývá už pouze
1, 2 a 3. Jsme ve v́ıtězné pozici? Ano! A co když je v této pozici druhý hráč?
Vyhrál? Ano! Jsme tedy v nev́ıtězné pozici. A co když jsme v pozici, že
všechny naše tahy vedou k v́ıtězným pozićım druhého hráče? Poté jsme však
v nev́ıtězné pozici. Pokud ale nějaký z našich tah̊u vede k nev́ıtězné pozici
pozici druhého hráče, tak naše pozice je v́ıtězná! Můžeme se takto např́ıklad
dostat k č́ısl̊um 6, 7 a 11. A takto samozřejmě můžeme j́ıt dále a dále a doj́ıt
tak až k prvńımu tahu. Problém je, že to neńı nic jednoduchého. Ale vyplývá
z toho, že pro jednoho hráče je hra vyhraná. Viz. d̊ukaz Ernsta Zermela o
tom, že hra dvou hráč̊u je pro jednoho hráče předem vyhraná.

Všimněme si, že pokud máme opravdu hodně č́ısel, tak je těžké a zdlou-
havé rozhodovat se, která č́ısla jsou vyškrtnutá, jak se tedy můžeme snadno
rozhodnout? Všimněme si, že pokud právě vyškrtneme nějaké č́ıslo k, tak
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pokud pokud od č́ısla o které se zaj́ımáme odečteme k, tak na základě toho
jestli je toto č́ıslo vyškrtnuto nebo ne můžeme snadno určit jestli je vyškrtnuté
nebo ne. Tak můžeme i snadno zajistit, že nebudeme poč́ıtat s č́ısly se kterými
nemáme.
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1.5 M&M XXII. ročńık; 1. téma; 4. př́ıspěvek

•
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V tomto č́ısle budu opět zkoumat která č́ısla č́ısla jsou škrtnuta jako po-
sledńı. A jak můžeme poznatk̊u tohoto problému využ́ıt.

Tabulka a použitý program zde:
http://ulozto.cz/xT6AftCW/m-m-22-00-01-programy-3-zip

Teorie skupin

Opět se vrát́ıme na začátek k tomu, že pokud nám zbývá řekněme jedno č́ıslo
na vyškrtnut́ı tak to může být pouze [4], [5], [6] nebo [7]. Pokud se dosta-
neme do nějaké z těchto situaćı vyhráli jsme (jelikož škrtneme posledńı č́ıslo,
druhý hráč muśı škrtnout 2 nebo 3, my škrtneme to druhé, on muśı škrtnout
1 a prohrál). Pak můžeme řešit dvojice: [4, 5], [4, 6], [4, 7], [4, 8], [4, 9], [5, 6],
[5, 7], [5, 9], [6, 7]. Vı́tězné jsou pro nás pouze [4 8], [4 9], [5 9], ostatńı ne, je-
likož nejsme schopni škrtnout obě č́ısla naráz. A nyńı všechny trojce: [4, 5, 6],
[4, 5, 7], [4, 5, 8], [4, 5, 9], [4, 5, 10], [4, 5, 11], [4, 6, 7], [4, 6, 8], [4, 6, 9], [4, 6, 11],
[4, 7, 8], [4, 7, 9], [4, 8, 9], [5, 6, 7], [5, 6, 9], [5, 6, 10], [5, 7, 11], [6, 7, 11]. Všechny
jsou v́ıtězné. To v́ıme tak, že všechny jdou vyškrtnou úplně nebo na nějakou
skupinu, která nejde vyhrát.

Takto můžeme pokračovat dále a zkusit všechny možné čtveřice, pětice,
šestice a sedmice (a dále). Problém, se kterým se setkáváme však je ten, že
počet těchto skupin nar̊ustá velmi rychle. Konkrétně jejich počty jsou (pro
zaj́ımavost): 4, 9, 19, 35, 62, 112, 199. A celkem maj́ı 2354 č́ısel, tud́ıž i 2354
možnost́ı, co s nimi můžeme udělat. Což je naprosto š́ılený počet, ale š́ıleným
experimentováńım se dá dospět k řešeńı každé z těchto skupin, neńı skupina
která by nebyla 3× přepoč́ıtána a nevyšla by mi stejně, poč́ıtačově 2×
manuálně 1×. Nejprve jsem využil sv̊uj starý program, uprostřed poč́ıtáni
jsem však objevil, že mi v jednom kroku vypadávala jedna hodnota. Mimo-
chodem jsem na tom přǐsel tak, že při poč́ıtáńı sedmiček se mi neschodovaly
výsledky šestek které vznikaly vyškrtáváńım se šestkami, co jsem už měl v
tabulce.

Po opravě jsem opět znovu vše prošel, zkontroloval jestli nevypadává
nějaká hodnota, kv̊uli chybě jsem už zahodil dny dat a daľśı chybu jsem už
opravdu nechtěl, program spoč́ıtal všechny jedničky, dvojky a trojky (sku-
piny o délce 1, 2, 3), tam jsme se ještě schodoval, vrátil jsem je do databáze
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a pokračoval jsem 4, 5, 6, 7. Vše jsem pak přejel znova a nakonec jsem zkusil
každou z variant jen s paṕırem a tužkou v ruce a v př́ıpadě vyhraných skupin
jsem se musel odkázat na nějakou prohranou skupinu a v př́ıpadě prohraných
skupin jsem musel zkusit všechny možnosti a naj́ıt, že jsou skutečně prohrané.
Byl jsem pevně rozhodnut, provést tolik kontrol kolik bylo jen možné, abych
si mohl být svými výsledky jistěǰśı než CERN. :-D A mysĺım si, že šance na
správnost je opravdu velká, jako zaj́ımavost bych ještě uvedl, že na zapsáńı
toho všeho stačilo pouze 27 stran A4. :-D

Poté jsem se pokusil výsledky někam zanést do nějakého přehledu. Tento
přehled najdete v př́ıloze. Orientuje se v něm tak, že nejprve na řádku máme
1. č́ıslo, potom na sloupci druhé, poté opět na řádku 3. na sloupci 4. a opět
na řádku 5. na sloupci šesté a řádku 7. Modrá barva znamená, že skupina je
v́ıtězná, červená, že prohraná.

Obrázek 1: Ukázka tabulky

Jak vid́ıme zde [4] je vyhraná, [4, 5] je prohraná, [4, 5, 6] je vyhraná,
[4, 5, 6, 7] je prohraná, [4, 5, 6, 7, 8] je vyhraná, [4, 5, 6, 7, 8, 9] je prohraná,
[4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] je vyhraná atd. . . V tabulce je zaneseno všech 360 skupin.
Jak si můžeme však ale všimnout, je zde pouze 67 skupin které prohrávaj́ı.
Na ostatńıch listech (záložky dole) jsou ještě rozepsány menš́ı skupiny samo-
statně.

Ale nyńı vyvstává otázka: K čemu to vlastně chceme vědět? A odpověd’

neńı jednoduchá, hlavńı d̊uvody jsou 2: Zaprvé: Můžeme zvěčit databázi
u programů a t́ım, zvýšit počet č́ısel, se kterými program dokáže poč́ıtat
a to jen s malou ztrátou výkonu). Nebo zadruhé: můžeme se zde pokusit
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naj́ıt nějaký vzor, nějaký vzor, který bude předpov́ıdat, která kombinace
je v́ıtězná nebo prohraná. Najit́ım nějakého univerzálńıho vzorce, který by
dokázal určit řetězec o n členech by se s největš́ı pravděpodobnost́ı rovnal
vyřešeńı problému. Hledáme tedy nějakou teorii skupin.

Dále bych ještě poznamenal, že máme popsány už skoro všechny počátečńı
2 kombinace č́ısel. A ty posledńı 4 kombinace prvńıch 2 č́ısel jsou [4, 5. . . ],
[4, 6. . . ], [5, 6. . . ] a [5, 7. . . ]. Všechny ostatńı kombinace už máme popsané
databáźı. Za zmı́něńı stoj́ı, že [5, 7. . . ] je problém hry 4, 6 a jej́ıch ”dět́ı”,
tud́ıž kombinaćı, které vznikaj́ı př́ımo ze hry 4, 6.

Také bych upozornil na to, že pokud máme 1 zbývaj́ıćı č́ıslo, poté největš́ı
možné č́ıslo je 7, při 2 to je 9, při 3 to 11, při 4 je to 13, při 5 to je 15, při 6 17,
při 7 19 a při n, to bude 2n + 5. Nedokážu přesně vysvětlit proč, ale pokud
budeme chv́ıli studovat tabulky teorie skupin, tak to z ńı vyplývá. . . Velkou
roli ale hraje hra 4,6. A u řetězce z po sobě jdoućıch č́ısel [4, 5, 6, 7. . . ] druhý
násobek posledńıho č́ısla.

Záhada řetězce typu [5, 6, 7, 10, 11]

Všimněme si, všechny skupiny o délce 1 a 3 jsou vyhrané. 1 a 3 jsou lichá
č́ısla, 5 je rovněž liché, zaj́ımavé je, že všechny skupiny o délce 5 až na jednu
jsou rovněž vyhrané, onou skupinou je [5, 6, 7, 10, 11]. Č́ım se tato sku-
pina lǐśı od ostatńıch? Zaj́ımavé je, že prohraných skupin mezi 7 je také jen
pár, ale jsou tam. Č́ım se tyto skupiny lǐśı od ostatńıch? [4, 5, 6, 8, 9, 10, 13],
[4, 5, 6, 8, 9, 13, 15], [4, 5, 6, 8, 10, 11, 13], [4, 5, 7, 8, 9, 10, 13], [4, 5, 7, 8, 9, 10, 14],
[4, 5, 7, 8, 9, 11, 13], [4, 5, 7, 8, 9, 14, 15], [4, 5, 7, 9, 10, 11, 13], [4, 5, 7, 9, 10, 11, 15],
[4, 6, 7, 8, 9, 11, 14], [5, 6, 7, 10, 11, 14, 15] A proč je tolik v́ıtězných tah̊u mezi
lichými? Mezi sudými je to ještě docela vyrovnané, tak proč je mezi lichými
tak velký nepoměr? Přeci jen u skupin o 7 č́ıslech to je 11 z 199, což už je
málo a u skupin o 5 č́ıslech jen 1 z 62.

Využit́ı poznatk̊u teorie skupin

Na začátek je ještě potřeba zmı́nit, že jsem objevil to, že aplikace excel
má i jiné funkce krom +, -, · ,/ a KDYŽ :-D, d́ıky tomuto se mi podařilo
dosáhnout toho, že se nyńı dokáži odkazovat na konkrétńı buňku a tud́ıž ne
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nemuśım např́ıklad d́ıvat do celého řádku jestli tam je 4 nebo ne, ale prostě
se pod́ıvám do konkrétńı buňky jestli tam 4 je nebo neńı. Toto nelze použ́ıt
u druhé části výpočtu, kde simulujeme všechny možné tahy, ale i tak nám
to hodně pomůže (Celý výpočet to opět zjednoduš́ı o mocninu a každé daľśı
č́ıslo je ted’ stejně náročné na výpočet jako předchoźı, pravděpodobně jsme již
dosáhli maximálńıho zjednodušeńı). Dále už také nepotřebujeme d́ıky zna-
losti vzorečku 2n+ 5 poč́ıtat 100 č́ısel, jelikož v́ıme, že to k ničemu neńı, ale
pokud ukazujeme na výstupu n č́ısel, tak jen 2n + 5. Ostatńı stejně nejsme
schopni zpracovat.

Daľśı úpravu můžeme provést v databázi a to tu, že pokud máme popsané
všechny skupiny do délky 7, tak nejprve pouze zjist́ıme jestli je vyškrtnut do-
statek č́ısel a poté se pod́ıváme do databáze, která však bude obsahovat pouze
prohrané kombinace a pokud kombinaci nenajde tak j́ı bere jako v́ıtěznou (to
je velký risk, jelikož poč́ıtáme s t́ım, že všechny kombinace jsou určeny nejen
správně, ale že jsme ani žádnou nezapomněli (toto jsem kontroloval asi 5×).

Co se mi ale zat́ım nepodařilo zrychlit je vypouštěńı mezer mezi jednot-
livými č́ısly po škrtech. Toto z̊ustává nejnáročněǰśım procesem a jeho zjed-
nodušeńı by přineslo d̊uležité navýšeńı výkonu, už ted’ jsem schopen během
zlomku sekundy spoč́ıtat výsledek řetězce o délce 11 č́ısel (pokud poč́ıtáme
1, 2, 3 tak 14). Nyńı pracuji na daľśım navýšeńı, ale jsem pouze v začátćıch,
určitě ale můžeme ř́ıci, že základńım kamenem všech těchto výpočt̊u a po-
krok̊u je tabulka teorie skupin, bez které by jsme se jen stěž́ı někam posu-
nuli. Jako zaj́ımavost ještě můžeme uvést, že výpočet 1 škrtu (když program
zkouš́ı experimentálně škrtat r̊uzná č́ısla) je ted’ v́ıc než 1000× rychleǰśı než
na začátku (než prvńı program který sám zkoušel nějaké škrty). A kdybychom
se znalostmi, co jsme měli na konci ř́ıjna zkoušeli psát podobný program, pak
výpočet 11 č́ısel by trval 3 roky, nám nyńı zabere jen zlomek sekundy. A já
pevně věř́ım, že můžeme j́ıt ještě o něco dále! :-)
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V tomto č́ısle se budeme bavit o využit́ı poznatk̊u z tabulky teorie skupin,
o novém programu a jak skonč́ı hra 4, 6.

Ke stažeńı: http://ulozto.cz/xCiKLnra/22-00-01-08-28-xlsx

Program na 11 až 13 č́ısel

Na začátek se pod́ıváme na provedené změny:

Technické změny

Oproti předchoźım programům, je zde malá změna v kráceńı řetězc̊u z dlou-
hých na krátké, v předchoźı verzi to bylo děláno tak, že zde bylo děláno
několik proces̊u za sebou, v každém z nich se č́ıslo posunulo o 1 mı́sto dopředu,
pokud před ńım byla mezera.

Nyńı se mi to podařilo vyřešit tak, že pokud máme obecně řetězec č́ısel: 0,
0, 6, 7, 0, 0, 0, 11, 0. . . , a nyńı pokud je zde 0, tak program vytiskne ””(nic)
a pokud je zde nějaké č́ıslo, tak 11 nechá 11 a 6 změńı na 06 tak, aby zde
byly 2 znaky. Poté všechno toto vytiskne za sebe a jelikož vyškrtnutá č́ısla
jsou reprezentovány ””, tak se nám za sebe krásně seřad́ı nevyškrtnutá č́ısla,
poté už pouze rozstř́ıháme řetězce po dvou a máme jednotlivá č́ısla jak jdou
za sebou (muśıme nakonec opět převést na č́ıslo).

V podprogramech se kóduje pozice na které nevyškrtnutá č́ısla z̊ustala a
pak se na ně odkazuje, princip je ale stejný.

Metoda zanedbáváńı možnost́ı

Tato metoda je zat́ım pouze v testu, ale už ted’ můžeme s jistotou ř́ıci, že
překvapivě nebude slepou uličkou.

V čem to spoč́ıvá? Nyńı máme databázi všech možnost́ı, co mohou na-
stat pokud nám z̊ustane 7 a méně č́ısel, a máme 4 stupně podprogramů (to
jak jsou podpogramy distribuovány je k nalezeńı k přiloženém programu).
Takže bychom si na prvńı pohled řekli, že neṕı̌seme klasicky program na 11
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zbývaj́ıćıch č́ısel a budeme opět nějak něco testovat. . . Což od pravdy tak
daleko neńı. . . :D ale i tak jsem si opět vymyslel nějakou blbost, co docela
překvapivě i kupodivu funguje. . . :-D

Normálně bychom začali s 11 č́ısly, ty v prvńım stupni vyškrtali na 10
(a méně) atd. Ale pak jsem si všiml, že často vypadne i v́ıce č́ısel. A tak
jsem vzal na začátek 13 č́ısel a udělal klasicky 4 úrovně, to ale znamená, že
budou existovat mı́sta, kde z̊ustane 9 č́ısel a my nebudeme umět určit jak
to vlastně dopadlo. Ale pokud se pod́ıváme na to, jak se rozhodujeme, tak
vid́ıme, že ani nepotřebujeme znát všechny možnosti, jelikož pokud je zde
nějaká možnost kde hráč, co bude hrát prohrál, tak hráč, co hraje vyhrál.
Na druhou stranu na to, abychom měli jistotu, že hráč na tahu prohrál, tak
muśıme mı́t jistotu, že po žádném za následuj́ıćıch tah̊u nevyhrál.

Program byl už od začátku navrhnut tak, aby byl schopen vypsat, že se
neumı́ rozhodnout, ale nikdy mu nebylo dovoleno vźıt si tolik č́ısel, aby tato
možnost mohla nastat. Tud́ıž toto rozš́ı̌reńı proběhlo bez problémů. A máme
program, který určitě spoč́ıtá jak hra dopadla, pokud jsme nechali 11 a méně
č́ısel a možná pokud je č́ısel 12 nebo 13. Pro vyšš́ı počet (14+) je zde opět
ochrana která opět vyhod́ı chybu výpočtu jako předt́ım.

Popravdě, nevěděl jsem, co od toho mám čekat, ale ukázalo se, že pro
12 č́ısel, to většinou funguje a poměrně často i pro 13 a možná to zkuśım i
časem pro 14.

Co tedy v́ıme nového?

Nejprve začneme s počátečńım tahem 4 (a zkoumáme druhé tahy – liché).
Pokud hráč 2 škrtne 5, tak prohrál (hráč 1 škrtne 11). Pokud druhý škrtne
7, tak prvńı 13. Pokud druhý škrtne 9, tak prvńı 19. Pokud druhý škrtne 11,
tak prvńı 5.

Pokud zadáme do programu, 4, 13, tak nemáme vystup. A ted’ bych se
chtěl zmı́nit o drobné vychytávce a to, že dole pod výpisem vid́ıme výpisy jed-
notlivých podprogramů a vid́ıme které jak dopadaj́ı, a pokud neńı dopoč́ıtány
1 nebo 2 z podprogramy, tak můžeme zkusit toto č́ıslo škrtnout (to co jde do
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podprogramu) a tak můžeme zjistit výsledek tohoto podprogramu a odvodit
z něho výsledek celého výpočtu (sami).

Nezapomı́nejme, že vstupy do podprogramů, jsou oř́ıznuté na 13 č́ısel,
ale i tak jsou některé výstupy platné (pokud vstupuje méně než 13 č́ısel, tak
jakýkoliv výstup je platný). To nám může pomoci, škrtneme 4 a 13 a vid́ıme,
že horkým kandidátem na prohranou hru je 7, škrtneme 7, dostáváme se do
prohrané hry, tud́ıž 4, 13 je vyhraná pro prvńıho hráče (vstup 4, 13, 7 už
oř́ıznutý neńı).

A nyńı 4, 15, to je ještě o chlup složitěǰśı, pojd’me tedy škrtat jednotlivé
kombinace a uvid́ıme jestli nenaraźıme na prohranou a zjǐst’ujeme, že žádná
z her co můžeme spoč́ıtat neńı prohraná, ale na to abychom se mohli rozhod-
nout, tak nám to stejně nestač́ı.

Nyńı se ale pod́ıváme na 4,6. Zbude nám 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21,
23, 25, 27, 29. . . . Můžeme si vytvořit malou tabulku:

vyškrtnuto 2 hrál zbylo
4, 6, 5 7
4, 6, 7 5
4, 6, 9 11 5, 7
4, 6, 11 9 5, 7
4, 6, 13 15 5, 7, 9, 11
4, 6, 15 13 5, 7, 9, 11
4, 6, 17 19 5, 7, 9, 11, 13, 15
4, 6, 19 17 5, 7, 9, 11, 13, 15
4, 6, 21 23 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19
4, 6, 23 21 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19
4, 6, 25 27 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23
4, 6, 27 25 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23
4, 6, 29 31 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27
4, 6, 31 29 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27

Všechny tyto řetězce jsou prohrané. Tud́ıž všechny tahy hráče 2 byly
v́ıtězné. A pod́ıvejme na ty řetězce, co zbyly. Maj́ı něco společného? Ano,
vždy je tu lichý sudý počet po sobě jdoućıch č́ısel. Můžeme dostat nějaký
z těchto př́ımo z řetězce, co vznikne př́ı hře 4,6? Ne, jelikož pokud šktneme
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č́ıslo x, tak vždy z̊ustanou všechna č́ısla a k tomu ještě x+2. Tud́ıž nemůžeme
dostat žádný z těchto řetězc̊u př́ımo. A můžeme se z nějakého takovéhleho
řetězce na nějaký jiný ne? Museli bychom škrtnou najednou 2 č́ısla vedle sebe,
ale to nejde (x, x + 2 z̊ustává). Tud́ıž dejme si předpoklad, že všechny tyto
řetězce o sudém počtu po sobě jdoućıch lichých č́ısel jsou prohrané a všechny
ostatńı jsou vyhrané. Tud́ıž pokud jsou všechny ostatńı vyhrané, tak jdou
zkrátit, na nějaký takovýhle řetězec a ano, bud’to škrtneme posledńı 1 č́ıslo
nebo posledńı 2 č́ısla (x nebo x a x − 4). A nyńı v́ıme, že tyto řetězce jsou
prohrané, jelikož z nich nejde odkázat na nějaký prohraný řetězec, protože
to jsou ty se sudým počte po sobě jdoućıch č́ısel. Všimněme si, že na prvńı
pohled jsme toto tvrzeńı dokázali na základě d̊ukazu onoho samého, ale ve
skutečnosti jsme to dokázali pro nějaká č́ısla, na základě jim předcházej́ıćıch
č́ısel, která jsou dokázána na základě jim předcházej́ıćıch č́ısel, až se odtávám
k č́ısl̊um, která známe, pro která to plat́ı. Tud́ıž ten, kdo vyškrtne řetězec na
řetězec o sudém počtu po sobě jdoućıch č́ısel tak vyhrál. To je hráč 2, hráč 1
tedy at’ udělá co udělá, tak se dostává do situace, kdy prohrál. Tud́ıž hra 4,
6 je vyhraná pro hráče č. 2. Hráč č. 1 tedy nesmı́ zač́ınat 4!

T́ım se nám podařilo vyřešit i př́ıbuzná hry 4,6, např́ıklad 6,8, hráč č. 1
škrtne a převád́ı vlastně problém na hru 4,6.

Nadále si zavedeme nový pojem a budeme mu ř́ıkat d̊ukaz a bude vypadat
tak, že prvńı 2 č́ısla budou č́ısla, která si zvoĺıme pro začátek hry a 3. č́ıslo
bude to, které hráč č́ıslo 1 škrtne, aby vyhrál (pokud to nep̊ujde, tak řekneme,
že d̊ukaz neexistuje (např hra 4,6)). Aktuálně známe d̊ukazy: [4, 5, 11], [4, 6,
neexistuje], [4, 7, 13], [4, 9, 19], [4, 11, 5], [4, 13, 7]. Pod́ıvejme se tedy na hry
zač́ınaj́ıćı na 5: [5, 4, 11], [5, 6, 19], [5, 7, 8], [5, 8, 7], [5, 9, 31], [5, 11, 4]. K
předposledńımu řešeńı se můžeme dostat drobným experimentováńım. Pro
č́ıslo 6 nám stač́ı znát d̊ukaz [6, 4, neexistuje]. A pro č́ıslo 7: [7, 4, 13], [7, 5, 8],
[7, 6, 16], [7, 5, 8], [7, 8, 5]. Pro 8 [8, 7, 5]. Všechny známé tahy si zaneseme
do tabulky a pár si jich přidáme (tabulka na posledńı straně).
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d̊ukaz vyhrál
4, 5, 11 1
4, 6, - 2
4, 7, 13 1
4, 9, 19 1
4, 10, 6 1
4, 11, 5 1
4, 13, 7 1
4, 14, 6 1
4, 18, 6 1
4, 19, 9 1
4, 22, 6 1

...
5, 4, 11 1
5, 6, 19 1
5, 7, 8 1
5, 8, 7 1
5, 9, 31 1
5, 11, 4 1
5, 19, 6 1
5, 31, 9 1
6, 4, - 2
6, 5, 19 1
6, 7, 16 1
6, 8, 19 1
6, 10, 4 1
6, 14, 4 1
6, 16, 7 1
6, 19, 5 1
6, 20, 4 1
6, 22, 4 1

...

d̊ukaz vyhrál
7, 4, 13 1
7, 5, 8 1
7, 6, 16 1
7, 8, 5 1
7, 13, 4 1
7, 16, 6 1
8, 4, 6 1
8, 5, 7 1
8, 6, 4 1
8, 7, 5 1
8, 19, 6 1
9, 4, 19 1
9, 5, 31 1
9, 19, 4 1
9, 31, 5 1

10, 4, 6 1
10, 6, 4 1
11, 4, 5 1
11, 5, 4 1
12, 4, 6 1
12, 6, 4 1
13, 4, 7 1
13, 7, 4 1
14, 4, 6 1
14, 6, 4 1
16, 4, 6 1
16, 6, 7 1
16, 7, 6 1
18, 4, 6 1
18, 6, 4 1

d̊ukaz vyhrál
19, 4, 9 1
19, 5, 6 1
19, 6, 5 1
19, 8, 6 1
19, 9, 4 1
20, 4, 6 1
20, 6, 4 1
22, 4, 6 1
22, 6, 4 1
24, 4, 6 1
24, 6, 4 1
26, 4, 6 1
26, 6, 4 1
28, 4, 6 1
28, 6, 4 1
30, 4, 6 1
30, 6, 4 1
31, 5, 9 1
31, 9, 5 1
32, 4, 6 1
32, 6, 4 1
34, 4, 6 1
34, 6, 4 1
36, 4, 6 1
36, 6, 4 1
38, 4, 6 1
38, 6, 4 1
40, 4, 6 1
40, 6, 4 1

...

Jak si můžeme všimnout, někde se jedná pouze o prohozené pořad́ı tah̊u.
A co maj́ı všechny tyto kombinace maj́ı až na 2 vyj́ımky něco společného a to
v́ıtězstv́ı hráče č. 1. V čem se ale tyto 2 vyj́ımky lǐśı od ostatńıch? Odpověd’

je překvapivá a to, že v po prvńım tahu hráče 2 je ještě stále nekonečný výběr
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tah̊u. Co když prohrává hráč, který zmenš́ı počet možných tah̊u na méně než
nekonečno? Neř́ıkám, že to tak je nebo, že by tomu mělo něco naznačovat, ale
při interpretaci dat nás to může napadnout. Co by to znamenalo? Představme
si, že hráč č́ıslo 1 hraje 5, co má udělat hráč č. 2, aby hra nebyla uzavřena?
Nic, nemůže dělat nic, hru svým tahem tak jako tak uzavře. Vyhrál hráč č. 1.

Možnosti vyřešeńı problému

Aktuálně se nab́ıźı několik možnost́ı jak celý problém vyřešit:

Tabulka teorie skupin

Podař́ı se nějak objasnit jak se dále vyv́ıj́ı tabulka teorie skupin z minulého
č́ısla, stejně jako jsme vyřešili problém hry 4, 6.

Výsledek: ?

Potvrzeńı teorie uzavřeńı hry 5

Jedná se o teorii, co jsme si představili jen o pár řádk̊u výše a to, že hru
prohrává hráč, který hru uzavře (omeźı počet možných tah̊u na reálné č́ıslo).

Výsledek: vyhrál hráč č. 1.

Teorie nekonečného množstv́ı možnost́ı

Dokud nemáme uzavřený počet možnost́ı, tak máme na výběr z nekonečna va-
riant, proč by se zde neměla nacházet žádná kombinace, kterou hru uzavřeme
a vyhrajeme.

Výsledek: vyhrál hráč č. 2 (uzav́ırá hru).

Z toho plyne, že nyńı je na čase postupně tyto teorie vyvracet nebo
nějakou z nich potvrdit/vyřešit. To co z objevených vlastnost́ı se nakonec
ukáže jako kĺıčové však ještě schopni ř́ıci nejsme.
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Stanovme si předpoklad: Vyškrtnut́ı č́ısla 5 je v́ıtězný tah pro hráče 1.
Potom ale žádný z tah̊u hráče č́ıslo 2 nesmı́ vést k v́ıtězstv́ı.

Ke stáhnut́ı: http://ulozto.cz/xso6ER2D/m-m-programy-k-6-prispevku-zip

Na začátek: muśı být tahem hráče č. 2 hra uzavřena? Ano. (viz d̊ukaz
Mariana Poljaka nebo d̊ukaz Dominika Krasuly). Jelikož 5 je prvoč́ıslo, tak
s ńım jsou soudělné pouze jeho násobky, ty jsou však již vyškrnuté, tud́ıž se
nedaj́ı hrát. Hra bude př́ı̌st́ım tahem uzavřena.

Nyńı se přesuňme zpět k programu. Máme zde databázi všech možných
skupin, pro které nelze vyhrát např. ty zač́ınaj́ıćı na [6, 7]. Obecně by se daly
skupiny rozdělit do několika kategorii podle jejich prvńıch 2 č́ısel. [4, 5], [4, 6],
[4, 7], [4, 8], [4, 9], [5, 6], [5, 7], [5, 9], [6, 7]. Z nichž je výrazně nejpočetněǰśı
[4, 5]. Ale co když začneme hru tahem 5? Poté se nikdy nedostaneme k žádné
skupině zač́ınaj́ıćı 5 nebo k nějaké, kde se vyskytuje 5. Zbývá nám tedy: [4, 6],
[4, 7], [4, 8], [4, 9], [6, 7]. A nyńı přicháźı pravá śıla databáze, jelikož neexis-
tuje řetězec deľśı než 7 č́ısel, který by zač́ınal na [4, 7], [4, 8], [4, 9] nebo [6, 7],
tud́ıž všechny tyto řetězce máme popsané a nemuśıme je dále řešit. Zbývaj́ı
nám už jen řetězce zač́ınaj́ıćı na [4, 6], těch je bohužel nekonečně mnoho, ale
za začátku jich tolik neńı. Za chvilku je prozkoumáme podrobněji.

Během přemýšleńı toho jak dokázat náš výrok (že hry zač́ınaj́ıćı na 5
všechny vyhrávaj́ı) mě napadl d̊ukaz jiného výroku a to toho, že pokud máme
n zbývaj́ıćıch č́ısel, tak největš́ı č́ıslo je 2n + 5 – pokud nepoč́ıtáme 1, 2, 3.
Pokud ale započ́ıtáme i 1, 2, 3. tak se nám vzoreček měńı na 2n− 1 (n bude
vždy o 3 větš́ı muśıme tedy 6 odeč́ıst). Funguje to? zkusme se to pro jedno
č́ıslo: 1 – je to pravda, pro 2 – 3 – pravda, pro 3 – 5 – pravda, pro 4 – 7 –
pravda. Z čeho to vyplývá? Přestavme si, že si za sebe seřad́ıme n nejmenš́ıch
č́ısel, řekněme 8. A poté přičteme k posledńımu 1 a máme 9. Může tato kom-
binace existovat? Vzhledem k tomu, že nejmenš́ım škrtnutým č́ıslem je ted’

8, tak nemůže č́ısla menš́ı než 16 nijak ovlivnit (když je samo), stejně tak 9,
jelikož na to aby mohlo ovlivnit č́ısla menš́ı než 16 potřebuje něco menš́ıho
než 8 (třeba 7, ta ale z̊ustává), stejně tak 10 potřebuje 6 atd. Můžeme tedy k
posledńımu č́ıslu stále přič́ıtat 1 a mı́t jistotu, že ta kombinace může existo-
vat, až se dostaneme k hraničńımu č́ıslu 15, které lze též vyjádřit jako 2n−1.
Větš́ı posledńı č́ıslo už dostat nemůžeme (kv̊uli 2. násobku 1. škrtnutého č́ısla
(8)). Pro největš́ı č́ıslo na n-tém mı́stě tedy plat́ı vzoreček 2n− 1.
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Z toho vyplývá (ted’ opět nepoč́ıtáme 1, 2, 3), že největš́ı č́ısla, jaká
můžeme źıskat na jednotlivých pozićıch jsou 7, 9, 11, 13, 15, 17. . .

Ale zpět k tématu, nejprve jsem zkoušel všechny skupiny do 7 (celkového
počtu č́ısel 7), poté jsem zkoumal všechny do 11, které zbudou po vyškrtnut́ı
5. Celá dobu jsem to zkoušel tak, že jsem si vždy stanovil v mém programu
nějaký počet č́ısel, které chci do simulace pouštět a poté jsem začal s t́ım, že
jsem neměl vyškrtnutá žádná č́ısla (v druhém př́ıpadě vždy pouze 5). Poté
jsem si zapsal skupinu a jej́ı výsledek (celou dobu jsem měl ty, co šly do
programu odlǐsené (tam jak mi to vypisuje č́ısla, co zbyla) a měl jsem také
vytaženy z programu mezivýpočty, abych měl jistotu, že jde do programu
správný počet č́ısel a že pracuje správně. Po zapsáńı 1. skupiny jsem škrtl
posledńı č́ıslo, které se nacházelo v předchoźı skupině, jelikož se všechna
č́ısla posunula, tak na posledńı mı́sto skočilo následuj́ıćı č́ıslo, ale zároveň
do programu šel stále požadovaný počet č́ısel. Po tom, co klesl počet č́ısel
pod stanovenou hranici (pokud jsme dělili skupiny po 5, tak 5). Tak jsem
všechna vyškrtnutá č́ısla smazal a škrtl předposledńı č́ıslo a poté jsem opa-
kovaně škrtal posledńı. Stejný postup jsem aplikoval dokud jsem se nedostal
ke škrtáńı prvńıch č́ısel, tak, že už jsem daľśı skupiny nedostával a měl jsem
tak tedy jistou, že jsem na žádnou skupinu nezapomněl, opakoval jsem to
několikrát abych měl jistotu, že jsem na opravdu na nic nezapomněl (třeba
i 4×, většinou bylo vše v pořádku už při 2. kontrole, jistota ale byla jis-
tota (a ta samozřejmě rostla)). Měl jsem tedy poté seřazeny všechny všechny
řetězce postupně od nejdeľśıch po nejkratš́ı, poté podle 1. č́ısel, podle 2., 3.
atd (oněch 27 stran zápis̊u skupin z 4. př́ıspěvku).

Všechny skupiny jsem si vypsal a přenesl jsem je do virtuálńı podoby
(viz. př́ıloha).

Poté jsem chtěl zač́ıt studovat vztahy mezi jednotlivými skupinami. Ale
mám je správně poskládané? Během jejich studia mě napadaly možnosti jako
psańı 1. č́ısle na 1. osu, 2. na 2. osu a 3. na 3. osu, ale kam bychom psali 7.
č́ıslo (do 7. dimenze?)? Pak jsem se na výsledky pod́ıval a tak jsem si řekl,
že takto to nedává moc smysl (měl jsem vypsanou skupiny a to jestli jsou
v́ıtězné nebo ne). Ale někdy (často) se dělo, že 2 sousedńı skupiny měly úplně
jiné řešeńı, v jedné bylo řešeńı 4 v druhé 7 a 19 a třet́ı řešeńı neměla. Skupiny
mezi sebou určitě muśı být př́ıbuzné, nebo muśı j́ıt jistě nějak seřadit. Ale
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jsou spolu př́ıbuzné ty sousedńı? A nemůžou být př́ıbuzné i nějaké s jiným
počtem č́ısel?

Začal jsem s t́ım, že jsem si vypsal všechny známe skupiny (nejdř́ıv do
7 č́ısel). Nejprve jsem si však vypsal všechna č́ısla po sobě klasicky, ale dal
jsem si mezi ně mezery, takže 6, 7, 11 zapisuji jako: 0, 0, 6, 7, 0, 0, 0, 11.
Každé č́ıslo jsem obarvil barvou podle toho jestli vedlo k v́ıtězstv́ı nebo ne
(ty co vedly tak zelenou a ostatńı červenou). A nakonec jsem si vybral pole
za řetězcem, kde jsem si označil jestli je v́ıtězný nebo ne (je v́ıtězný pokud
je zde alespoň 1 v́ıtězný tah).

Pustil jsme se do rovnáńı. Idea byla taková, že na konci se budou vyskyto-
vat sṕı̌se ty deľśı skupiny. Poté mě napsal takový systém, že pokud zde nějaké
č́ıslo je, tak řetězec p̊ujde na konec – lepš́ı je konkrétńı př́ıklad, začátek mé
tabulky vypadá takto:

– – – 7 – – – –
– – 6 – – – – –
– – 6 7 – – – –
– – 6 7 – – – 11
4 – – – – – – –

4 je posledńı, jelikož ve všech skupinách výše chyb́ı, poté 7 je nejvýše,
jelikož j́ı chyb́ı 6. 6 je před 6, 7 kv̊uli 7, stejně tak 6, 7, 11.

Postupně jsem si vypisoval všechny skupiny až do těch o 13 č́ıslech a
dospěl jsem k tomu, co je v př́ıloze. K interpretaci těchto dat se vrát́ıme ještě
ke konci.

Mezi t́ım jsem zkoušel dělat daľśı program a využ́ıvat toho, že znám
všechny skupiny o maximálńı délce 13. Během toho jsem však přǐsel na to, že
Excel nerozlǐsuje při detekci nic za 15. znakem (zkoušel jsem i č́ısla kódovat
jako text a stejně se to nekamarádilo), bylo jasné, že muśım data nějak zkom-
primovat.

Nyńı se tedy budeme bavit o komprimováńı našich řetězc̊u, už v́ıme, jakou
nejmenš́ı a největš́ı hodnotu může mı́t č́ıslo na nějakém mı́stě. To ukazuje
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tabulka ńıže:

v pořad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nejmenš́ı 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
největš́ı 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Nyńı vyškrtneme 5, takže dojde k posunu nejmenš́ıch hodnot, největš́ı
hodnoty ale zákonitě muśı z̊ustat stejné (bez posunu), nav́ıc ještě budeme
potřebovat 1 konfiguraci na to, že na n-tém mı́stě se nenacháźı žádné č́ıslo.
Máme tedy takovouto tabulku:

pořad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nejmenš́ı 4 6 7 8 9 11 12 13 14 16
největš́ı 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
možných hodnot 4 4 5 6 7 7 8 9 10 10

Nav́ıc pokud tedy použ́ıváme Excel, který nám vše po 15 zaokrouhluje,
tak můžeme ještě použ́ıt šestnáctkovou soustavu. (jelikož 10 je v deśıtkové
zab́ırá 2 znaky, v šestnáctkové pouze 1). Zakódujeme tak tedy v́ıce č́ısel a pro
naše potřeby (13 č́ısel) nám to bude vždy krásně stačit. Nav́ıc to ani neńı moc
náročné na implemetaci, jelikož stač́ı tyto prohrané konfigurace zakódovat do
databáze a poté vždy při vyhledáváńı hledat pouze onu kódovanou hodnotu
(nemuśıme provádět žádné dekódovańı).

Poté jsem zkusil sestavit program, který bude brát 33 č́ısel, a všechny je
zkoušet a bude mı́t 3 podúrovně (né 4 jako normálně, jelikož 4 úrovně by
měly asi 2 GB a nav́ıc takovéto soubory ani Excel nepodporuje a vzhledem
k tomu, že je od Microsoftu, tak ani neńı třeba daľśı komentář. . . (dokonce
to má i v názvu. . . )). Měl jsem tedy garantovaný výsledek pro 16 č́ısel (13
+ 3), ale mohl spoč́ıtat až 33 (ve skutečnosti nenastane to, že by spoč́ıtal
výsledek třeba pro 25. č́ıslo, ale zato je benefit takový, že d́ıky tomu, že na
začátku bere 33 č́ısel, tak výstupy těch 1. podprogramů jsou vždy validńı
(dokud neńı v́ıce jak 33 č́ısel)). Jinak 33 č́ısel neńı náhoda, je to počet č́ısel,
co zbudou po vyškrtnut́ı 19 (19 též neńı zvolena náhodně, ale o tom později).

V pr̊uběhu celého zkoumáńı jsem měl vždy problémy s t́ım, že občas
někde něco uteklo nebo něco chybělo a najednou bylo potřeba všechna data
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přezkoumat. V rámci optimalizace mě před nějakým časem napadlo, že by
šlo ”zatrhnout”programu, aby předával řetězce dál, k daľśım výpočt̊um, po-
kud ho najde v databázi. Mělo to za následek nemalé zrychleńı (tak 30% až
40%). Ale ted’ mě napadlo, že pokud vše pracuje správně, tak muśı výsledky
rovnat, respektive pokud se nerovnaj́ı, je program chybný (respektive data,
s kterými pracuje). Proto jsem tuto optimalizaci zrušil do každého podpro-
gramu, který má pod sebou podprogramy jsem dal porovnáńı výsledku pod-
programu a jeho podprogramů), pokud se výsledek lǐsil, tak se zde objevila
ve speciálńım poli ”1”. Poté jsem už pouze sečetl všechny tyto pole dohro-
mady a pokud by zde bylo něco jiného než 0, tak je zde někde chyba. Poté
už jen stačilo projet jednotlivé řetězce. Nav́ıc to nebyla kontrola pouze toho
jestli je řetězec určen správně ale jestli i řetězce, co vzniknou vyškrtnut́ım
jsou správně určené. Čekal jsem katastrofu. Poté, co jsem to poprvé dal do-
hromady a hned prvńı výpis byla 0, jsem radši vše ještě překontroloval a vše
vypadalo správně, takže jsem se pustil do testováńı. Přeci jen bylo zde 320
skupin a celkem 3071 možnost́ı, co s nimi udělat a tedy celkem 3391 údaj̊u.
Skutečně d̊uležitá byla správnost těch celkových výsledk̊u těch skupin. Ty
ostatńı byly samozřejmě d̊uležité, ale u nich se nám chyba nebude propago-
vat.

Poté jsem se pustil do analýzy skupin, které jsem si mezit́ım srovnal tak,
jak jsem výše popsal. Nejprve jsem si všiml něčeho zaj́ımavého u 4 a to, že
by se dalo ř́ıci, že jej́ı výsledek je závislý na určitých č́ıslech, respektive jejich
př́ıtomnosti. A to konkrétně na 6, 7, 11. Proč? Protože pokud 4 škrtneme,
tak pouze tyto 3 č́ısla zbudou, tud́ıž budoućı výsledek se bude odv́ıjet od
nich. Pokud si výsledky prohlédneme, tak můžeme vysledovat že: 6 a 7 jsou
”pár”– aby 4 byla v́ıtězná, tak muśı bud’ 6 i 7 chybět nebo tu být. A 11 má
takovou funkci, že muśı chybět, pokud tu 11 je, škrtnut́ı 4 povede k prohře.
A skutečně to plat́ı pro všechny naše skupiny a pokud se nad t́ım zamysĺıme,
tak to i dává smysl.

A takováto pravidla si můžeme stanovit i pro daľśı č́ısla, (zat́ım 4, 6, 7, 8,
9, 11, 19). Pro 19 jsem si ještě nejsem na 100% jestli jsou kompletńı, jelikož
máme skupiny do 13, a největš́ı č́ıslo, které nám zde může vyskytnout je
31, ale po vyškrtnut́ı 19 máme největš́ı č́ıslo 61 – tady je d̊uvod toho, proč
jsem ten program psal na mı́ru č́ıslu 19. Jinak proč je 19 lehč́ı než třeba 17?
Protože řešeńım hry 19 je 6, což je malé č́ıslo (to samo o sobě nic neznamená,
ale prostě jsem to u ńı něco vykoukal, zat́ımco u 17 ne). (Vzhledem k jed-
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nomu pravidlu jsou ty pravidla asi kompletńı, ale o tom později.)

Poté jsem si všiml zaj́ımavého faktu: Máme nějakou skupinu a pod́ıváme
se jaké je nejmenš́ı vyškrtnuté č́ıslo (bez 5, 10, 15. . . ), řekněme 6. A nyńı
si ”jakoby””vituálně”tu 6 přidáme a spoč́ıtáme výsledek oné skupiny a je
zaj́ımavé, že výsledek tohoto výpočtu je přesně inverzńı ke skutečnému výs-
ledku, kde 6 chyb́ı. Což trochu i dává smysl, jelikož vyškrtnut́ım této vitálńı
6 neškrtáme žádné daľśı č́ıslo, tud́ıž v naš́ı skupině se nic neměńı. Dostaneme
tedy logický inverzńı výsledek k tomu skutečnému.

Náš ćıl je tedy v́ıce méně jasný a to sestavit nějaké obecné pravidlo
(nebo pravidla na určováńı pravidel), podle kterých budeme schopni vyjádř́ıt
výsledek pro libovolné č́ıslo. Z toho už nebude problém zjistit jestli je hra 5
v́ıtězná. Jelikož ale toto pravidlo neznám, můžeme si ještě krátce představit
známá pravidla pro č́ısla, co znám.

Jinak krátce k určováńı pravidel, jelikož nemáme žádné jejich znalosti,
tak jsem výsledky proj́ıžděl a snažil se naj́ıt něco, co by sjednocovalo všechny
vyhraná č́ısla (např́ıklad, že zde je vždy 6 nebo 7, ale nikdy ne oboj́ı) (Poté
nebyl problém sepsat vzorečky v Excelu a s podmı́něným formátováńım ne-
byl problém dostat nějaké výsledky pro všech 320 kombinaćı). Původně jsem
čekal, že najdu pravidla pro přibližně 99% všech č́ısel a pak budu zjǐst’ovat
že ty pro které mi to nesed́ı jsou špatně určené, ale kupodivu se to nestávalo 5.

4: (6, 7) pár; 11 chyb́ı (pár = obě č́ısla bud’ jsou nebo nejsou)

6: (4, 7) – pár; (8, 9) – pár; (13, 14) – pár; 19 – chyb́ı

7: (4, 6) – pár; (8, 9, 11) - vyskytuj́ı se zde 2 z nich nebo žádné; 13 chyb́ı

8: (6 nebo 7) chyb́ı (ale zároveň jedno z nich je); (9, 11) – pár

9: (6, 7, 13) – 6 a 7 funguj́ı jako ”nebo”a nebo můžou být najednou, ale
muśı zde být 13; (12, 13, 16) – 13 a 16 funguj́ı jako ”nebo”a nebo pokud je

5Bylo to jako Fermiho paradox, ty chyby tam prostě nebyly :D Což mi ani trochu
nevadilo :D Ještě to neńı definitivńı, ale můžeme s jistotou (opravdu velkou možná snad
i 100%) ř́ıci, že všechny č́ısla od 4 do 11 jsou určená správně :) S t́ım i inverzńı situace,
takže všechny skupiny, kde je vyškrtnuté č́ıslo 11 a menš́ı.
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zde 12, tak muśı být společně všichni; (8, 11) – pár; (17, 21) – pár; (22, 26)
– pár; 31 chyb́ı

11: 6 je; (4 nebo 7) chyb́ı (ale zároveň jedno z nich je); (8, 9) – pár; 13 chyb́ı

19 (– nev́ım jestli je kompletńı, ale vzhledem k jeho pravidl̊um to je
možné): (6, 11) – pár; (12, 16) – pár; (17, 21) – pár; 8 a 14 je; 22 neńı; 6 nebo
13 chyb́ı (ale zároveň jedno je)

Nakonec by ještě mohla vyvstávat otázka, jestli by nemohlo existovat
nějaké pravidlo pro 5 (že by byl výsledek skupiny inverzńı k tomu virtuálńımu
od 5). Odpověd’ je prostá, že by mohl a dokonce možná i je, ale bude
pravděpodobně velmi komplexńı a vzhledem k tomu, že máme problém určit
i pravidla pro v celku malá č́ısla, tak k určeńı pravidel pro 5 máme pravdě-
podobně ještě daleko.

Po sepsáńı programu jsem ještě objevil, že řešeńım 12 je 33 (d̊ukaz [5, 12, 33])
a dále d̊ukaz [5, 13, 17], [5, 14, 18], [5, 16, 18], [5, 18, (14 a 16)]–posledńı má
2 (objevená) řešeńı.

5, 4, 11
5, 6, 19
5, 7, 8
5, 8, 7
5, 9, 31
5, 11, 4
5, 12, 33
5, 13, 37
5, 14, 18
5, 16, 18
5, 17, 18
5, 18, 14
5, 18, 16
5, 18, 17
5, 19, 6
5, 33, 12
5, 37, 13
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Máme tedy objevená všechna řešeńı do 20 (+ 2 extra), což byl taktéž
jeden z ćıl̊u programu a naše teorie o tom, že 5 je v́ıtězný tah stále stoj́ı, na
druhou stranu však ale nemáme nic, co by j́ı vyloženě podpořilo.

Malá vsuvka na závěr: jednu skupinu o délce 13, co nyńı máme v databázi
a můžeme j́ı znát okamžitě by trvalo prvńım programem spoč́ıtat 468 let, sku-
piny o délce 16, u kterých máme nyńı výsledek garantován 1 500 000 let a hru
6, 19 by trvalo spoč́ıtat 6, 5·1029 let. Což je 4, 8·1019× v́ıc než je stář́ı vesmı́ru.

Pokud bych měl ještě odhadnout počet chyb: tak nejsem si jistý jestli tam
nějaká je nebo neńı, ale mysĺım si, že tam neńı žádná fatálńı, jelikož pokud
by tam byla tak bych nebyl schopen dát dohromady ty pravidla a některé
věci, které dávaj́ı smysl by pravděpodobně smysl nedávaly. A pokud tam jsou
tak to jsou sṕı̌se chyby toto typu, že jsme napsal, že v́ıtězná je 21 ne 22, to
jestli je celá skupina vyhraná nebo prohraná mám snad určeno správně (což
je to nejd̊uležitěǰśı).

Jakže to můžeme shrnout tak, že hranice matematiky asi nikam posunuty
nebyly, hranice programováńı též ne, ale mé myšleńı snad jo, což si mysĺım,
že by mohl být dobrý závěr mého 8–stránkového pov́ıdańı :D
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Minulý př́ıspěvek zač́ınal slovy:
”
Stanovme si předpoklad: Vyškrtnut́ı č́ısla

5 je v́ıtězný tah pro hráče 1. Potom ale žádný z tah̊u hráče č́ıslo 2 nesmı́ vést
k v́ıtězstv́ı.“

Všimněme si, že tentokrát neńı nic ke stáhnut́ı :D

Minule jsem mluvil o tom, že jde
”
virtuálně“ přidávat nejmenš́ı vyškrtnuté

č́ıslo a tak zjǐst’ovat inverzńı výsledek. Zjistil jsem, že nejen nejmenš́ı, ale že
i jakékoliv, kdy by byla skupina

”
stabilńı“. Názorně: Máme skupinu [4, 6, 7].

Stabilńı by byla č́ısla 5, 8, 11, 12. Ale už ne 9, 10, 13. Poznáme to tak, že
zkuśıme č́ıslo přidat a pak opět škrtneme č́ısla, která jsou škrtnutá a nesmı́me
vyškrtnout ono virtuálńı č́ıslo.

Poté jsem hledal pravidla pro daľśı č́ısla, moc úspěch̊u jsem neměl, podařila
se mi sestavit část pravidel pro č́ıslo 12. Poté jsem přemýšlel, že bych mohl
zkusit sepsat si pár daľśıch skupin (asi do 17, ale jen ty, kde chyb́ı 11 a 12)
– což byla práce tak na 2 hodiny. Také mě napadlo, že bych mohl zkusit dát
dohromady pravidla pro č́ıslo 5. Také jsem se pokoušel naj́ıt podobnosti mezi
r̊uznými pravidly, ale neúspěšně. Ještě než jsem chtěl zač́ıt, tak jsem si ještě
řekl, že si nejprve ještě na chvilku odsednu od poč́ıtače a pak se to stalo. . .

Vezme si nějakou hru, třeba 5, 18. U ńı už výsledek známe. Ale je zde
ještě relativně málo č́ısel a tak to bude názorné:

Už na prvńı pohled vid́ıme, že řešeńım jsou tahy 14, 16, 17. Už dř́ıve jsem
si všiml, že velmi častým řešeńım je jedno z posledńıch č́ısel, co zbudou (viz.
tabulka na straně 51), ony hry jsou dvojitě podrženy. Poté mě napadla ona
převratná úvaha, všimněme si posledńıch 4 č́ısel ve hře 5, 18. Je to 52, 57,
62, 67. Co je na nich zvláštńıho? At’ škrtneme jakékoliv z nich, tak škrtneme
ty po něm – toto je kĺıč.

Všimněme si, že zde máme máme dokonce 4 č́ısla, pro která plat́ı ono kon-
cové vyškrtáváńı, jejich počet dokonce časem roste (to částečně i vyplývá z
d̊ukazu o největš́ım č́ısle), také si můžeme rozdělit č́ısla do čtveřic, oddělených
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5, 4, 11

5, 6, 19

5, 7, 8
5, 8, 7
5, 9, 31

5, 11, 4
5, 12, 33

5, 13, 37

5, 14, 18
5, 16, 18
5, 17, 18
5, 18, 14
5, 18, 16
5, 18, 17
5, 19, 6
5, 33, 12
5, 37, 13

vždy násobkem 5. Když vyškrtneme nějaké č́ıslo, tak počet zbylých č́ısel č́ısel
v každé čtveřici bude postupně snižovat až klesne na 0. V několika posledńıch
čtveřićıch však z̊ustane 1 č́ıslo a to bude vždy na stejném mı́stě v oné čtveřici
(1., 2., 3., 4.). Když škrtneme nějaké č́ıslo z nějaké čtveřice, tak automaticky
škrtáme i ty č́ısla ve čtveřićıch za ńım. To má za následek efekt těchto kon-
cových č́ısel, kterých bude č́ım dál v́ıce a v́ıce.

Pokud škrtneme libovolné č́ıslo ze zbývaj́ıćıch, tak škrtneme i posledńı
č́ıslo, tud́ıž na něm nemohou být ostatńı č́ısla závislá/jejich výsledky (po-
rušovali bychom tak pravidlo o inverzńıch situaćıch). A nyńı pojd’me projet
všechny č́ısla až do posledńı, bud’to je mezi nimi nějaké v́ıtězné (problém
vyřešen), anebo neńı a my škrtneme posledńı č́ıslo. A tak dostáváme 2.
hráče do situace, kdy se v́ıtězenost žádného č́ısla nezměnila, tud́ıž všechny
prohrávaj́ı. Náš tah byl tedy v́ıtězný. Vždy se zde tedy bude nacházet ale-
spoň jeden v́ıtězný tah. Druhý hráč tedy nemá jak by nás obelstil, škrtnut́ı
č́ısla 5 je v́ıtězný tah! Hráč č. 1 má tedy v́ıtěznou strategii.
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V tomto př́ıspěvku si ukážeme daľśı ukázky toho, že můj d̊ukaz je skutečně
pravdivý a některé daľśı věci které z toho vyplývaj́ı. Nakonec také zkuśıme
aplikovat poznatky na daľśı hry.

Abychom si ulehčili výpočty, tak jsem připravil tabulku, kde se nejprve
spoč́ıtaj́ı všechna zbylá č́ısla do 1 000. Poté vezme každé č́ıslo a zkuśı ho
škrtnout6, poté se testuje jestli zmizelo ve všech př́ıpadech největš́ı č́ıslo.
Můžeme zde pěkně vizuálně kontrolovat jestli můj d̊ukaz opravdu funguje v
praxi. Dále je zde vypsáno prvńıch 1 000 č́ısle a ukázáno názorně jestli jsou
vypočtena nebo ne. http://ulozto.cz/xs8K6R7U/22-00-01-11-11-xlsx

Abychom si shrnuli tedy d̊ukaz: Tak škrtneme 5, druhý hráč škrtne li-
bovolné č́ıslo, které zbývá a uzav́ırá t́ım hru na konečný počet tah̊u (škrtli
jsme 2 nesoudělná č́ısla). A poté at’ škrtneme libovolné č́ıslo n, tak zároveň
škrtneme posledńı č́ıslo. Jelikož toto č́ıslo vždy škrtneme, tak na něm n ne-
bude závislé. Jelikož výsledek naš́ı hry se nemůže lǐsit v závislosti na výskytu
tohoto č́ısla.7 Tud́ıž jeho škrtnut́ım neměńıme výsledek předchoźıch her, tak
můžeme sv̊uj tah ”zahodit”– tedy postavit druhého hráče do naš́ı pozice, ale
zároveň mu sebereme onu možnost zahodit tah.

Celé to stoj́ı na tom, že at’ škrtneme jakékoliv č́ıslo, tak zároveň přicháźıme
vždy i o posledńı č́ıslo (celou dubu mysĺıme situaci po 2 taźıch (po škrtnut́ı
5 a n)). Pojd’me se pod́ıvat jak vypadá hra po škrtnut́ı č́ısla 5.

6Ještě malá poznámka k programu: Je zde 1 000 000+ hodnot k vypočteńı a soubor
má 7 MB, přesto však výpočet prob́ıhá mnohem rychleji než když jsem měl stejně velký
program, který pouze poč́ıtal výsledek pro 100 č́ısel na 10 tah̊u. (Nyńı máme 1 000 č́ısel a
1 000 tah̊u) Odpověd́ı na tuto otázku je vylepšený algoritmus, který nový program použ́ıvá,
jelikož ten k vypočteńı toho jestli je č́ıslo škrtnuté nebo ne potřebuje výrazně méně operaćı.
Nav́ıc tento program poč́ıtá v́ıce než 1 000× v́ıce údaj̊u.

7Představme si hry 6, 7, 11 a 6, 7, v obou př́ıpadech nás bude zaj́ımat jak je na tom
č́ıslo 6 a v obou př́ıpadech nám zbude pouze 7, tud́ıž výsledek bude stejný a výsledek
škrtnut́ı č́ısla 6 tedy neńı závislý na 11.
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Hlavńı věc je, že se nám zde objevuj́ı
”
ostrovy č́ısel“ – 1, 2, 3, 4 je ostrov,

6, 7, 8, 9 je ostrov a tyto ostrovy jsou odděleny č́ısly 5, 10, 15. . . Na základě
toho můžeme všechna č́ısla dělit na 4 kategorie a to podle toho, na jakém
mı́stě se nacházej́ı ve svém ostrovu – 1. až 4. mı́sto. Pojd’me škrtnou nějaké
č́ıslo, vezměme n třeba 201.

Jak vid́ıme, tak do 200 se s ostrovy nic neděje, ale pak se začnou zmenšovat
a největš́ım nevyškrtnutým č́ıslem je 799. (doporučuji, zkusit si to i v přilože-
ném souboru). Všimněme si, ostrovy se zmenšuj́ı potupně, nejprve vypadává
z ostrov̊u 1. č́ıslo, pak 2. pak 3. nakonec 4. A nyńı se pojd’me pod́ıvat na
1. č́ısla všech ostrov̊u, všimněme si, že jako prvńı chyb́ı 201, což je naše n.
Když se pod́ıváme na 2. č́ıslo, tak jako prvńı chyb́ı 402, což je rovněž 2n.
Dále se pod́ıvejme na 3. mı́sto ve skupině, tam je prvńı škrtnuté č́ıslo 603
(3n) a nakonec 4. č́ıslo: 804 (4n).

Odpověd’ nacháźıme v algoritmu škrtáńı č́ısel:
”
Č́ıslo m je po škrtnut́ı

č́ısla n škrtnuté pokud m = n nebo (m− k) je rovněž škrtnuté.“ Nyńı si jen
na chvilku představme, že nejprve škrtneme n a poté 5 (vyjde to nastejno).
A když škrtneme č́ıslo na libovolném mı́stě v ostrově, poté budou škrtnuty i
všechny následuj́ıćı č́ısla na stejných mı́stech v ostrovech, zároveň ale ne na
jiných mı́stech (škrtáme vždy č́ısla vzdálená od sebe 5, ani v́ıce, ani méně).

A nyńı se opět můžeme vrátit k tomu, že 1. škrtáme č́ıslo 5 a druhé č́ıslo n.
Dále se pod́ıváme jak se nám bude propagovat škrtáńı do daľśıch ostrov̊u.
Jak si můžeme všimnout, tak nejprve jsme přǐsli o 1. č́ıslo v ostrově, poté 2.
poté 3. a nakonec 4. To je z toho d̊uvodu, že postupně byla nejmenš́ı č́ısla
o 1 o 2 o 3 a o 4 větš́ı než 0. č́ıslo skupiny (0, 5, 10. . . ) a měli jsme n, 2n, 3n
a 4n. Tud́ıž vždy když škrtneme 1. č́ıslo z ostrova, tak bude platit předchoźı.
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Nyńı si zvolně n = 202:

Jak vid́ıme tak nejprve přicháźıme v ostrovech o 2. č́ıslo, pak 4. pak 1. a
nakonec 3. n = 202, 2n = 404, 3n = 606, 4n = 808, Pokud může nám to přij́ıt
trochu nelogické, ale pokud si uvědomı́me, že nám pořad́ı postupně nar̊ustá,
tak to máme 2., 4., 6.! a 8.! Jde o to, že se toto pořad́ı přenáš́ı do daľśıho
ostrovu, tud́ıž ve výsledku pak dojdeme k tomu, že postupně ztráćıme 2., 4.,
1. a 3. č́ıslo (z tvaru 2, 4, 6, 8, se do 2, 4, 1, 3 dostáváme operaćı modulo
pěti). Pokud se pod́ıváme na data, tak skutečně vše sed́ı.

Dále zkusme n = 203:

Jak vid́ıme, tak opět ztráćıme v ostrovech 3. 1. 4. 2. č́ıslo (3., 6., 9., 12.)
n = 203, 2n = 406, 3n = 609, 4n = 812 A pro n = 204 :

Ztráćıme postupně: 4., 3., 2. a 1. (4., 8., 12., 16.). n = 204, 2n = 408,
3n = 612, 4n = 816. Je naprosto logické, že všechny tyto poznatky můžeme
aplikovat i na daľśı (všechny) př́ıpady. Tud́ıž když škrtáme 1. č́ıslo z ostrovu,
tak to samé (stejný postup propagace škrtáńı č́ısel) plat́ı i pro daľśı č́ısla.
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Nyńı už jen stač́ı dokázat, že při škrtnut́ı libovolného č́ısla škrtáme i
posledńı č́ıslo. A je to velmi prosté, pokud škrtáme v nějakém předchoźım
ostrově č́ıslo na stejném mı́stě jako je to posledńı, tak je jasné, že bude
určitě škrtnuto. Pokud ne, tak nám dokonce pomůže ono č́ıslo, které druhý
hráč škrtl při svém druhém tahu, jelikož d́ıky němu dojde opět ke stejné
propagaci, ale od č́ısla které škrtne ve 4. tahu, které povede ke škrtnut́ı po-
sledńıho č́ısla. . . VŽDY. . . Posledńı č́ıslo bude tedy vždy škrtnuto a tud́ıž na
něm nemůže být žádné č́ıslo závislé. Libovolná hra zač́ınaj́ıćı 5 má tedy vždy
alespoň jedno řešeńı. Hráč č́ıslo 1 má v́ıtěznou strategii.

Stejné zákony můžeme aplikovat i na hry zač́ınaj́ıćı prvoč́ısly, nebudu zde
vše rozepisovat, jelikož by toho bylo moc, je to zdlouhavé a naprosto stejné
jako v předchoźım př́ıkladu. Nav́ıc si to můžeme snadno ozkoušet jestli to
plat́ı v přiložené tabulce: pokud zde vyplńıme 2 č́ısla a bude konečný počet
č́ısel (největš́ı č́ıslo menš́ı než 1 000), tabulka otestuje jestli náš d̊ukaz plat́ı
i na onu hru (třeba 7, 50. . . ). Určitě už můžeme hned od pohledu ř́ıci, že
něco podobného bude platit pro všechna prvoč́ısla. Jelikož zde opět vzniknou
ostrovy č́ısel a opět budou platit stejná pravidla. Dále také můžeme d̊ukaz
aplikovat i na některé daľśı hry třeba i ty zač́ınaj́ıćı na 4, (a pokračuj́ıćı něč́ım
nesoudělným (4, 333. . . )) i když už některé výsledky známe. . .

Nyńı si ještě ukážeme, vzoreček na výpočet největš́ıho č́ısla při škrtnut́ı
2 č́ısel – nejprve ukážeme, poté odvozeńı. Mějme 2 škrtnutá č́ısla m a n,
řekněme m = 5 a n = 201, největš́ım č́ıslem bude 799. Můj vzoreček na
výpočet největš́ıho č́ısla je: (m−1)·(n−1)−1. Odvozeńı je schováno v popisu
propagace škrtáńı č́ısel na určitých mı́stech u 201 to je 1. 2. 3. a 4. a! 5., onu 5
už ale nevid́ıme, jelikož už je škrtnutá, tud́ıž zde máme jakoby 4 ”periody”–
nebo jak to chceme nazývat. Tud́ıž muśıme od 5 odč́ıst 1 a to samé logicky
plat́ı i pro druhé č́ıslo, nakonec muśıme odeč́ıst 1, protože takto bychom
vypoč́ıtali 1. č́ıslo, kdy se obě škrtáńı potkávaj́ı. Tud́ıž vzoreček je: (m− 1) ·
(n − 1) − 1 (A plat́ı pro nesoudělná č́ısla (jak vid́ıme, tak očividně nebude
třeba platit pro 4 a 6)).
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V mém posledńım č́ısle se budu předevš́ım věnovat shrnut́ı poznatk̊u.
Dále ještě program v Pythonu, který za nás poč́ıtá to co jsme poč́ıtali celý
rok manuálně.

Začněme programem, nejprve zde budeme potřebovat pole č́ısel od 1 do o,
kv̊uli budoućım simulaćım muśıme zač́ınat 1, jelikož poté by program poč́ıtal
škrtáńı 0 rovněž za možnost a to nechceme jelikož to nejde.

Poznámka: jedná se o zjednodušenou verzi, poději jsem dopracoval daľśı
funkce jako, že se řetězec sám zkracuje na maximálńı nezbytnou délku a
ošetřeńı vstup̊u, ale pro jednoduchost si dovoĺım použ́ıt zjednodušenou verzi:

pole = [] #Vytvoř́ı prázdné pole
o = int(input(”Kolik cisel? ”)) #Zeptá se kolik č́ısel má vypsat
i=0
j=1 #Abychom poč́ıtali od 1
for i in range(o):

pole.append(j) #Přidá č́ısla od 1 do o do pole
j=j+1

Dále si nadefinujeme funkci škrtáńı:

def skrt(rada, a): #Definice funkce a udáńı na kterém poli má být
proveden jaký škrt

k=0
for k in range(o): #for cyklus, který projde všechny č́ısla

if rada[k]==0: #Nebude řešit již škrtnuté č́ıslo
k=k+1 #Přejde k daľśımu č́ıslu

elif (k+1)<a: #Nebude řešit menš́ı č́ısla než škrtnuté
k=k+1 #Přejde k daľśımu č́ıslu

elif (k+1)==a: #Škrtne škrtnuté č́ıslo
rada[k]=0

elif rada[k-a]==0: #Škrte č́ısla větš́ı o škrtnuté č́ıslo než již
škrtnuté č́ıslo

rada[k]=0
else: #Ostatńı nechá být

k=k+1 #Přejde k daľśımu č́ıslu
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return rada #Vrát́ı zpět proškrtaný řetězec

Nyńı budeme potřebovat pro budoućı účely funkci, která nám zjist́ı, jestli
je řetězec úplně proškrtaný, či zde ještě něco zbývá:

def nula(skupina0): #Zjist́ı jestli jsou všechny č́ısla vyškrtána
c=list(skupina0)
if c[0] == 1: #Aby bylo vše vyškrtáno, muśı být škrtnuta 1

return 0 #Pokud neńı, vrát́ı 0
else:

return 1 #Pokud je řetězec proškrtán, tak hráč, co by měl právě
táhnout, tak vyhrál

Dále budeme potřebovat ukládat skupiny do databáze (slovńıku), nemůžeme
však pro tento účel použ́ıt list č́ısel, muśıme předt́ım převést tento list do
formátu string (jednoduše vytiskneme všechna č́ısla za sebe, každá skupina
bude mı́t tento řetězec unikátńı = nemůže doj́ıt ke spleteńı/záměně):

def konvertovat(listretezec):
retezce = ””.join(str(z) for z in listretezec)
return retezce

Následuje hlavńı funkce a to je funkce která nám bude rekurzivně provádět
výpočet:

def propocet(skupina): #Dostane skupinu
l=0
m=max(skupina) #Zjist́ı největš́ı nevyškrtnuté č́ıslo
while l < m: #Dokud jsme nepřekročili největš́ı č́ıslo

b = list(skupina) #Vytvoř́ı kopii pole, aby jsme neprováděli
úpravy v p̊uvodńım poli

if b[l] == 0: #Pokud je č́ıslo škrtnuté, tak skáče k daľśımu
l=l+1

else: #Pokud ještě č́ıslo neńı škrtnuté:
c=list(skrt(b, (l+1))) #Provede škrt na kopii řetězce u č́ısla

na kterém se aktuálně nacháźıme
d=nula(c) #Zjist́ı jestli jsme škrtli všechna č́ısla
if d==1: #Jestli ano:
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if l==(m-1): Pokud to bylo nejvyšš́ı (=posledńı) č́ıslo, tak
hráč právě prohrál a celá funkce vraćı hodnotu 2

return (2, l)
else: #Funkce skáče k daľśımu č́ıslu

l=l+1
else: #Jestli jsme ještě neškrtli všechna č́ısla:

g=konvertovat(c) #Ted’ určitě v́ıme, že budeme hledat/zapisovat
do slovńıku, proto konvertujeme naši skupinu (vytvoř́ıme jej́ı kopii) do potřebného
formátu string

try: #Zkuśıme jestli už známe výsledek skupiny
d=slovnik[g] #Pokud známe výsledek, tak dostaneme

zpět ho dostaneme
except KeyError: #Pokud výsledek neznáme dostaneme

zpět KeyError, ten t́ımto ošetřujeme
d, e=propocet(c) #Pokud výsledek skupiny neznáme,

tak si rekurzivně opět zavoláme tuto funkci aby nám vypoč́ıtala výsledek
slovnik.update(g:d) #Provedeme update slovńıku, aby

až př́ı̌stě naraźıme na tuto skupinu už mohli dohledat výsledek
if d==1: #Pokud hráč co bude na tahu vyhrává:

if l==(m-1): Pokud to je posledńı možnost tak hráč,
co je aktuálně na tahu prohrál:

return (2, l)
else: #V př́ıpadě, že to neńı ještě posledńı č́ıslo, tak

jdeme k daľśımu č́ıslu
l=l+1

elif d==2: #Pokud povede tak k prohře protihráče, ta
povede k výhře aktuálńıho hráče

return (1, l) #Funkce vrát́ı informaci o tom, že aktuálńı
hráč na tahu je v́ıtězem skupiny a rovněž vrát́ı i informaci o tom, kde se za-
tavilo poč́ıtadlo while funkce (které č́ıslo jsme škrtali)

slovnik = {} #Založ́ı prázdný slovńık skupin a jejich výsledk̊u

n=0 #Vytvář́ı nekonečný cyklus, která se nás neustále bude ptát jaké
č́ıslo chceme škrtnout/se bás bude ptát na instrukce

while n<1:
x = input(”Skrtneme? ”) #Zeptá se jaké č́ıslo chceme škrtnout/instrukce
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if x==”p”: #Když je vstup
”
p“, tak provede propočet toho, kdo má

v́ıtěznou strategii
f, g = propocet(pole) # Provede propočet a ulož́ı informace o

v́ıtězi a kde se zastavilo poč́ıtadlo aktuálńıho simulovaného č́ısla v momentě
konce propočtu

if f == 1: #Pokud vyhrává hrá na tuhu, tak vytiskne zprávu, že
aktuálńı hráč vyhrává a jaké nejnižš́ı č́ıslo vede k v́ıtězstv́ı

print(”Řešeńım je škrtnut́ı č́ısla ”, g+1, ”!”,sep=””)
else: #V opačném př́ıpadě vytiskne smutnou zprávu, že situace

je pro hráče na tahu bezvýchodná
print(”Nemá řešeńı”)

elif x==”s”: #V př́ıpadě uživatelova př́ıkazu
”
s“, vytiskne celý

slovńık skupin
print(slovnik)

elif int(x) in (pole): #je vstupem č́ıslo a neńı ještě škrtnuto, tak je
škrtnuto a vytisknuto

x = int(x)
skrt(pole, x)
print(pole)

else: # Pokud č́ıslo č́ıslo mezi nevyškrtnutými, tak vyṕı̌se př́ıslušnou
zprávu

print(”Už škrtnuto!”)
if (nula(pole)) == 1: #Pokud je vše škrtnuto, tak je vypsána

př́ıslušná zpráva
print(”Konec hry!”)
n=n+1

Z tohoto programu můžeme dostat spoustu zaj́ımavých odpověd́ı, které
bychom neměli předt́ım šanci spoč́ıtat. Je zde ještě otázka, zda by nám tato
znalost poskytla dř́ıve nějakou odpověd’ na téma. Pravděpodobně ne, jelikož
tato znalost je sice užitečná, ale sama o sobě matematicky nic nedokazuje a
ani nám o hře nic neř́ıká.

Má ale tu výhodu, že lze velmi jednoduše upravit tak, že nám sám bude
poč́ıtat automaticky poč́ıtat hru za hrou a nav́ıc si při tom může pamatovat
databázi předchoźıch her, pomoćı takového programu jsme např́ıklad schopni
dosáhnout následuj́ıćıch výsledk̊u:
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Hra 5, 1, je rovnou vyhraná!
Řešeńım hry 5, 2 je škrtnut́ı č́ısla 3!
Řešeńım hry 5, 3 je škrtnut́ı č́ısla 2!
Řešeńım hry 5, 4 je škrtnut́ı č́ısla 11!
Řešeńım hry 5, 6 je škrtnut́ı č́ısla 19!
Řešeńım hry 5, 7 je škrtnut́ı č́ısla 8!
Řešeńım hry 5, 8 je škrtnut́ı č́ısla 7!
Řešeńım hry 5, 9 je škrtnut́ı č́ısla 31!
Řešeńım hry 5, 11 je škrtnut́ı č́ısla 4!
Řešeńım hry 5, 12 je škrtnut́ı č́ısla 33!
Řešeńım hry 5, 13 je škrtnut́ı č́ısla 37!
Řešeńım hry 5, 14 je škrtnut́ı č́ısla 18!
Řešeńım hry 5, 16 je škrtnut́ı č́ısla 18!
Řešeńım hry 5, 17 je škrtnut́ı č́ısla 18!
Řešeńım hry 5, 18 je škrtnut́ı č́ısla 14!
Řešeńım hry 5, 19 je škrtnut́ı č́ısla 6!
Řešeńım hry 5, 21 je škrtnut́ı č́ısla 69!
Řešeńım hry 5, 22 je škrtnut́ı č́ısla 23!
Řešeńım hry 5, 23 je škrtnut́ı č́ısla 22!
Řešeńım hry 5, 24 je škrtnut́ı č́ısla 71!
Řešeńım hry 5, 26 je škrtnut́ı č́ısla 23!
Řešeńım hry 5, 27 je škrtnut́ı č́ısla 29!
Řešeńım hry 5, 28 je škrtnut́ı č́ısla 29!
Řešeńım hry 5, 29 je škrtnut́ı č́ısla 27!
Řešeńım hry 5, 31 je škrtnut́ı č́ısla 9!
Řešeńım hry 5, 32 je škrtnut́ı č́ısla 103!
Řešeńım hry 5, 33 je škrtnut́ı č́ısla 12!
Řešeńım hry 5, 34 je škrtnut́ı č́ısla 101!
Řešeńım hry 5, 36 je škrtnut́ı č́ısla 109!
Řešeńım hry 5, 37 je škrtnut́ı č́ısla 13!
Řešeńım hry 5, 38 je škrtnut́ı č́ısla 39!
Řešeńım hry 5, 39 je škrtnut́ı č́ısla 38!
Řešeńım hry 5, 41 je škrtnut́ı č́ısla 39!
Řešeńım hry 5, 42 je škrtnut́ı č́ısla 41!
Řešeńım hry 5, 43 je škrtnut́ı č́ısla 42!
Řešeńım hry 5, 44 je škrtnut́ı č́ısla 46!
Řešeńım hry 5, 46 je škrtnut́ı č́ısla 43!
Řešeńım hry 5, 47 je škrtnut́ı č́ısla 51!
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Řešeńım hry 5, 48 je škrtnut́ı č́ısla 49!
Řešeńım hry 5, 49 je škrtnut́ı č́ısla 48!
Řešeńım hry 5, 51 je škrtnut́ı č́ısla 47!
Řešeńım hry 5, 52 je škrtnut́ı č́ısla 53!
Řešeńım hry 5, 53 je škrtnut́ı č́ısla 44!
Řešeńım hry 5, 54 je škrtnut́ı č́ısla 52!
Řešeńım hry 5, 56 je škrtnut́ı č́ısla 54!
Řešeńım hry 5, 57 je škrtnut́ı č́ısla 58!
Řešeńım hry 5, 58 je škrtnut́ı č́ısla 56!
Řešeńım hry 5, 59 je škrtnut́ı č́ısla 62!
Řešeńım hry 5, 61 je škrtnut́ı č́ısla 57!
Řešeńım hry 5, 62 je škrtnut́ı č́ısla 56!
Řešeńım hry 5, 63 je škrtnut́ı č́ısla 66!
Řešeńım hry 5, 64 je škrtnut́ı č́ısla 66!
Řešeńım hry 5, 66 je škrtnut́ı č́ısla 63!
Řešeńım hry 5, 67 je škrtnut́ı č́ısla 218!
Řešeńım hry 5, 68 je škrtnut́ı č́ısla 64!
Řešeńım hry 5, 69 je škrtnut́ı č́ısla 21!
Řešeńım hry 5, 71 je škrtnut́ı č́ısla 24!
Řešeńım hry 5, 72 je škrtnut́ı č́ısla 73!
Řešeńım hry 5, 73 je škrtnut́ı č́ısla 72!
Řešeńım hry 5, 74 je škrtnut́ı č́ısla 76!
Řešeńım hry 5, 76 je škrtnut́ı č́ısla 74!
Řešeńım hry 5, 77 je škrtnut́ı č́ısla 74!
Řešeńım hry 5, 78 je škrtnut́ı č́ısla 77!
Řešeńım hry 5, 79 je škrtnut́ı č́ısla 81!
Řešeńım hry 5, 81 je škrtnut́ı č́ısla 73!
Řešeńım hry 5, 82 je škrtnut́ı č́ısla 268!
Řešeńım hry 5, 83 je škrtnut́ı č́ısla 79!
Řešeńım hry 5, 84 je škrtnut́ı č́ısla 86!
Řešeńım hry 5, 86 je škrtnut́ı č́ısla 83!
Řešeńım hry 5, 87 je škrtnut́ı č́ısla 88!
Řešeńım hry 5, 88 je škrtnut́ı č́ısla 87!
Řešeńım hry 5, 89 je škrtnut́ı č́ısla 87!
Řešeńım hry 5, 91 je škrtnut́ı č́ısla 89!
Řešeńım hry 5, 92 je škrtnut́ı č́ısla 93!
Řešeńım hry 5, 93 je škrtnut́ı č́ısla 92!
Řešeńım hry 5, 94 je škrtnut́ı č́ısla 92!
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Řešeńım hry 5, 96 je škrtnut́ı č́ısla 94!
Řešeńım hry 5, 97 je škrtnut́ı č́ısla 98!
Řešeńım hry 5, 98 je škrtnut́ı č́ısla 84!
Řešeńım hry 5, 99 je škrtnut́ı č́ısla 97!
Řešeńım hry 5, 101 je škrtnut́ı č́ısla 34!
Řešeńım hry 5, 102 je škrtnut́ı č́ısla 328!
Řešeńım hry 5, 103 je škrtnut́ı č́ısla 32!
Řešeńım hry 5, 104 je škrtnut́ı č́ısla 107!
Řešeńım hry 5, 106 je škrtnut́ı č́ısla 108!
Řešeńım hry 5, 107 je škrtnut́ı č́ısla 96!
Řešeńım hry 5, 108 je škrtnut́ı č́ısla 106!
Řešeńım hry 5, 109 je škrtnut́ı č́ısla 36!
Řešeńım hry 5, 111 je škrtnut́ı č́ısla 112!
Řešeńım hry 5, 112 je škrtnut́ı č́ısla 111!
Řešeńım hry 5, 113 je škrtnut́ı č́ısla 357!
Řešeńım hry 5, 114 je škrtnut́ı č́ısla 116!
Řešeńım hry 5, 116 je škrtnut́ı č́ısla 114!
Řešeńım hry 5, 117 je škrtnut́ı č́ısla 116!
Řešeńım hry 5, 118 je škrtnut́ı č́ısla 116!
Řešeńım hry 5, 119 je škrtnut́ı č́ısla 121!
Řešeńım hry 5, 121 je škrtnut́ı č́ısla 119!
Řešeńım hry 5, 122 je škrtnut́ı č́ısla 119!
Řešeńım hry 5, 123 je škrtnut́ı č́ısla 114!
Řešeńım hry 5, 124 je škrtnut́ı č́ısla 117!
Řešeńım hry 5, 126 je škrtnut́ı č́ısla 128!
Řešeńım hry 5, 127 je škrtnut́ı č́ısla 128!
Řešeńım hry 5, 128 je škrtnut́ı č́ısla 126!
Řešeńım hry 5, 129 je škrtnut́ı č́ısla 127!
Řešeńım hry 5, 131 je škrtnut́ı č́ısla 127!
Řešeńım hry 5, 132 je škrtnut́ı č́ısla 133!
Řešeńım hry 5, 133 je škrtnut́ı č́ısla 131!
Řešeńım hry 5, 134 je škrtnut́ı č́ısla 137!
Řešeńım hry 5, 136 je škrtnut́ı č́ısla 444!
Řešeńım hry 5, 137 je škrtnut́ı č́ısla 134!
Řešeńım hry 5, 138 je škrtnut́ı č́ısla 134!
Řešeńım hry 5, 139 je škrtnut́ı č́ısla 141!
Řešeńım hry 5, 141 je škrtnut́ı č́ısla 139!
Řešeńım hry 5, 142 je škrtnut́ı č́ısla 478!
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Řešeńım hry 5, 143 je škrtnut́ı č́ısla 472!
Řešeńım hry 5, 144 je škrtnut́ı č́ısla 153!
Řešeńım hry 5, 146 je škrtnut́ı č́ısla 153!
Řešeńım hry 5, 147 je škrtnut́ı č́ısla 141!
Řešeńım hry 5, 148 je škrtnut́ı č́ısla 141!
Řešeńım hry 5, 149 je škrtnut́ı č́ısla 147!
Řešeńım hry 5, 151 je škrtnut́ı č́ısla 162!
Řešeńım hry 5, 152 je škrtnut́ı č́ısla 154!
Řešeńım hry 5, 153 je škrtnut́ı č́ısla 144!
Řešeńım hry 5, 154 je škrtnut́ı č́ısla 152!
Řešeńım hry 5, 156 je škrtnut́ı č́ısla 154!
Řešeńım hry 5, 157 je škrtnut́ı č́ısla 164!
Řešeńım hry 5, 158 je škrtnut́ı č́ısla 139!
Řešeńım hry 5, 159 je škrtnut́ı č́ısla 161!
Řešeńım hry 5, 161 je škrtnut́ı č́ısla 158!
Řešeńım hry 5, 162 je škrtnut́ı č́ısla 151!
Řešeńım hry 5, 163 je škrtnut́ı č́ısla 154!
Řešeńım hry 5, 164 je škrtnut́ı č́ısla 157!

Pro názornost jsem přidal výsledky hry 5, x, pomoćı programu8 ale můžeme
poč́ıtat libovolné hry. (Např́ıklad 4, x, zde jsem se dopoč́ıtat přes 200.)

Možná jsem to zapomněl zd̊uraznit, ale u 4, x na prvńı pohled můžeme
poč́ıtat pouze hry, kde je druhé č́ıslo liché, ale když je sudé, tak prvńı hráč
škrtne 6 a vyhrál.

Zaj́ımavé je, že výsledky programu se plně shoduj́ı se s mými, co jsem
poč́ıtal ručně a pomoćı Excelu, vystává zde tedy otázka: Že by to skutečně
bylo bez chyby??? :D Neuvěřitelné!!! :D :D :D

Své pov́ıdáńı bych chtěl zakončit rekapitulaćı všeho ve formě prezentace.
Ta je ke stáhnut́ı na:
https://ulozto.cz/xdAQbNbq/22-00-01-02-pptx

Na konec bych chtěl poděkovat Václavu Rozhoňovi, v prvńı řadě za
vymyšleńı toho skvělého tématu. Dále za trpělivost a vytrvalost při čteńı

8https://ulozto.cz/xPkcRdi7/220012-py
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mých často nudných, zmatených, často špatných postup̊u a děláńı chyb! :D.
A dále svým rodič̊um za to že mi poskytli nezbytné zázemı́! Bez této pomoci
bych to nikdy nemohl dokončit!

Statistika

Od prvńı ho posledńıho dne: ≈10 měśıc̊u
Vyřešeno: 6. 3. 2016
VyTEXáno stran: 51
Stran poznámek: 55
Vyprodukováno dat: 4,61+ GB
Soubor̊u: 360

Dı́ky!

Petr Šimůnek
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c©Petr Šimůnek 2015&2016 Sb́ırka úloh Petra Šimůnka

2 M&M XXII. ročńık 2. téma

2.1 M&M XXII. ročńık; 2. téma; 1. př́ıspěvek

Téma 2: Volebńı systémy

Jǐz přes pětadvacet let funguje v naš́ı zemi demokracie. Při volbách máme
možnost vybrat zástupce z lidu, kteř́ı budou zastupovat naše zájmy. Málokdo
se však pozastavuje nad t́ım, jakým zp̊usobem se hlasy sč́ıtaj́ı. Zkuste pro
začátek zodpovědět následuj́ıćı otázky:

Jak přesně se sč́ıtaj́ı hlasy? Podle čeho se přiděluj́ı mandáty?

Jakým zp̊usobem (a jestli v̊ubec) m̊uže zp̊usob sč́ıtáńı hlas̊u ovlivnit výsledky
voleb?

Pokuste se zamyslet nad t́ım, jakému typu stran současný systém nahrává
nebo které m̊uže znevýhodňovat. Jaká by byla vhodná definice

”
spravedlivosti“

systému?

Zkuste vymyslet nebo pozměnit volebńı systém tak, aby upřednostňoval
nějakou skupinu volič̊u (bez př́ımého ovlivněńı váhy hlasu).

Co kdyby šlo změnit počet mandát̊u podle volebńı účasti nebo až po sečteńı
hlas̊u?

Pokuste se srovnat zp̊usob sč́ıtáńı hlas̊u u nás a jinde v zahranič́ı. Jak
by dopadly posledńı volby do Poslanecké sněmovny, kdybychom použ́ıvali jiný
volebńı systém (např́ıklad ten použ́ıvaný ve Velké Británii)? Potřebná data
najdete na http://www.volby.cz/pls/ps2013/ps.

Výsledky by měly být podložené konkrétńımi daty a výpočty. Pokud použijete
nějaký zdroj, nezapomeňte uvést citaci. Otázky berte jako inspiraci, budeme
rádi, když si budete schopni položit i vlastńı a hledat na ně odpovědi.

Těš́ıme se na vaše př́ıspěvky.
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V mém př́ıspěvku budu psát o demokracii 2.1. Občas zde budu sám
něco doplňovat, hodně budu čerpat z: http://slideslive.com/38892526/
democracy-21-qualitative-enhancement-of-democracy. Mı́sty se jedná
o přepis, některá mı́sta jsou však pozměněná, některé části byly shrnuty,
zat́ımco některé části byly přidány.

Jedńım z problémů je korupce, bere přibližně 2% našeho hrubého domáćıho
produktu (což je skutečně hodně). A dále všeobecně přes celé 20. stolet́ı byl
extrémismus a populismus velký problém a je do dnes. Je nějaký systém,
který by mohl tyto nedostatky nějak alespoň zmı́rnit, jedno z řešeńı by mohla
být demokracie 2.1.

Základńı myšlenka je, že volič nemá 1 hlas, ale má jich několik a nav́ıc
má i záporný hlas(y). Začněme rovnou s několika př́ıklady a postupem času
si komentujme některé z výsledk̊u.

Nyńı si představme prvńı př́ıklad. Máme zde 8 ultra vlastenc̊u z r̊uzných
zemı́ hlasuj́ıćıch o tom, do které restaurace zajdou na večeři. Každý má re-
stauraci (svoji národńı), do které může j́ıt. Má to ale malý háček a to, že zde
jsou 2 Američané. Co se tedy stane?

Hlasováńı (1.)
osoba 1 2 3 4 5 6 7 8

národnost Uk Fr Sp Ru It Cz USA USA
hlas Uk Fr Sp Ru It Cz USA USA

Výsledky (1)
národnost Uk Fr Sp Ru It Cz USA

hlasy 1 1 1 1 1 1 2

Tabulka 1: restaurace - 1. hlasováńı

Jak vid́ıme tak vyhrálo USA a oněch 8 super vlastenc̊u p̊ujde do levného
fastfoodu mı́sto do nějaké pěkné restaurace a byla to naprosto svobodná
volba, co s t́ım můžeme dělat? Zkusme nyńı ale dát všem 2 hlasy.
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Po přidáńı 2. hlasu:

Hlasováńı (2.)
osoba 1 2 3 4 5 6 7 8

národnost Uk Fr Sp Ru It Cz USA USA

hlasy
Uk Fr Sp Ru It Cz USA USA
Sp It It Cz Fr Ru Fr It

Výsledky (2)
národnost Uk Fr Sp Ru It Cz USA

hlasy 1 3 2 2 4 2 2

Tabulka 2: restaurace - 2. hlasováńı

A jak vid́ıme, tak jsme se s t́ımto
”
bezpráv́ım“ vypořádali poměrně pěkně,

vyhrála It. Nyńı si můžeme být v celku jist́ı, že jsme vybrali jednu z nej-
lepš́ıch možnost́ı (třeba ne nejlepš́ı, ale třeba 1 ze 3 nejlepš́ıch). Pojd’me ale
ještě přidat každému záporný hlas:

Hlasováńı (3.)
osoba 1 2 3 4 5 6 7 8

národnost Uk Fr Sp Ru It Cz USA USA

hlasy
Uk Fr Sp Ru It Cz USA USA
Sp It It Cz Fr Ru Fr It

-hlas It Ru USA It USA It Ru Ru
Výsledky (3)

národnost Uk Fr Sp Ru It Cz USA
hlasy 1 3 2 -1 1 2 0

Tabulka 3: restaurace - 3. hlasováńı

Nyńı se už můžeme dobře rozhodnout kam j́ıt, jak vid́ıme, It minule
vyhrála, ale jelikož j́ı hodně lid́ı nemělo rádo, tak nakonec zv́ıtězila Fr. Prav-
děpodobně jsme se vyhnuli tomu, že se někam jde, ale většina je s výsledkem
nespokojená. Pokud se na to pod́ıváme racionálně, tak s každým daľśım vy-
lepšeńım jsme zajistili spokojenost v́ıce lid́ı.
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T́ım bychom ukončili 1. př́ıklad, ale nyńı mějme otázku. Máme 2 strany,
každá z nich dostala řekněme 12%. Maj́ı obě strany stejné právo na 12% za-
stoupeńı? Většina lid́ı by řekla, že je spravedlivé, aby obě strany měly stejný
počet mandát̊u. To ale nemuśı být nutně pravda. Řekněme, že 1. strana
je fašistická strana a sice j́ı 12% podporuje, ale zároveň 80% je proti ńı.
Zat́ımco druhá strana, jej́ımž ćılem je ochrana všech žlutých kytiček, má
rovněž 12%, ale nikdo neńı proti ńı. Když 2 fotbalové týmy vyb́ıraj́ı hráče,
kteř́ı se střetnou, tak 2. tým nemá co pov́ıdat do složeńı druhého, ale my
zde vyb́ıráme reprezentaci, která bude reprezentovat nás všechny. Proto je
zde tak d̊uležitý onen záporný hlas. Viděli jsme už v minulém př́ıpadě, že It
restaurace nejprve vyhrála, ale zároveň 3 lidé byly výslovně proti ńı. Vid́ıme
tedy, že mı́nusový hlas je d̊uležitý prvek demokracie 2.1. Z̊ustává zde však ale
ještě nemalá otázka kolik hlas̊u by mělo být jakých, ale už ted’ jsme dosáhli
nemalého zlepšeńı.

Pojd’me na druhý př́ıklad. Máme 4 kandidáty 2 křesla, každý volič má
2 hlasy (zat́ım bez mı́nusového). Budeme mı́t 2 pravicové a 2 levicové, z
každé strany bude 1 zkorumpovaný a druhý ne, označme si je P+; P−; L+

a L−. A řekněme, že voliči budou upřednostňovat nejdř́ıve politickou orien-
taci a poté zkorumpovanost (což je vzhledem k některým výzkumům málo
pravděpodobné, ale pro názornost). A dokážou se koordinovat (ve skutečnosti
takřka nemožné). (Ve skutečnosti by asi voliči ztratili o kandidáta ztratili
zájem, pokud by věděli, že je zkorumpovaný, ale pro př́ıklad předpokládejme,
že jsou nemorálńı, i tak se zde projev́ı takový

”
čist́ıćı“ efekt)

A řekněme, že pravicov́ı voliči jsou ve většině (nP > nL)

Pokud bude mı́t každý 2 hlasy tak:

osoba P+ P− L+ L−

počet hlas̊u np np nl nl

Tabulka 4: P+; P−; L+ a L− - 1. hlasováńı

Jak vid́ıme tak postoupili P+ a P−, to asi nechceme zkorumpovaného
člověka, nav́ıc by celá reprezentace pouze pravicová, zat́ımco počet volič̊u
mohl být rozd́ılný třeba o 1%. Což neńı moc spravedlivé a ani tento výsledek
nechceme. Pojd’me nyńı poč́ıtat s 1 hlasem záporným.
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osoba P+ P− L+ L−

počet hlas̊u nP nP − nL nL − nP
2

nL − nP
2

Tabulka 5: P+; P−; L+ a L− - 2. hlasováńı

Pravice rozdělila své hlasy (musela, v jejich př́ıpadě je nejsilněǰśı ri-
val ten s nejmenš́ım počtem záporných hlas̊u, zat́ımco levice může dát vše
na 1-ho kandidáta). Podmı́nka pro to, aby někdo z levice dostal křeslo je
nP − nL ≤ nL− nP

2
→ 3nP ≤ 4nL Levicových tedy muśı být alespoň 43%. V

realitě by ale zkorumpovaný dostal v́ıce záporných hlas̊u a stačilo by i méně
hlas̊u, jak vid́ıme došlo zde ke zmı́rněńı politického spektra, zat́ım normálně
bychom př́ı 57% měli pěknou pravicovou diktaturu, tak nyńı máme stále de-
mokracii (v tomto modelu je demokracie mnohem silněǰśı a je výrazně těžš́ı
j́ı svrhnout). Ještě bych poznamenal, že 43% je hraničńı podmı́nka (pesimis-
tický odhad), skutečnost by byla lepš́ı.

Ukázal se nám takový
”
čist́ıćı“ efekt, kdy jsme vlastně dostali vyrovnanou

reprezentaci i když levice byla v nevýhodě. A zde vid́ıme typickou ukázku,
že v tomto systému nedocháźı ke znevýhodňováńı menšin, zat́ımco v dnešńı
společnosti to často bývá problém (neustále řeš́ıme menšiny, řeš́ıme jejich
diskriminaci, ale neustále je diskriminujeme).

Co by udělala demokracie 2.1 s politickými stranami? Došlo by k sńıžeńı
vlivu pravicových a levicových stran (extremistických) a ześılily by středové
strany, zároveň by ale nedošlo ke sńıžeńı počtu stran, jelikož voliči by se
nebáli dávat hlasy slabš́ım stranám, jelikož za současné situace zahazuj́ı sv̊uj
hlas, zat́ımco v novém systému už hlasovali pro silnou stranu a druhý hlas
mohou použ́ıt pro tu stranu, s kterou se ztotožňuj́ı a jejich hlas zač́ıná mı́t
váhu (zároveň nic neztráćı) a přináš́ı nám to takový herńı aspekt, kdy se z
voleb stává strategická hra každého (a lidé maj́ı rádi hry), jelikož každý má
vetš́ı moc a d́ıky tomu, že se lidé nebudou bát dávat hlasy slabš́ım stranám,
tak se nám objevuje šance pro menš́ı strany na rychlý r̊ust.

Na druhou stranu zároveň strany mohou rychle ztratit, jelikož v př́ıpadě
korupce nejen, že ztrat́ı část svých volič̊u, ale zároveň se objev́ı śıla nevole.
Stejný efekt bude mı́t demokracie 2.1 i na populisty, např́ıklad i v 30. letech
bylo hodně Němc̊u proti nacizmu, což i dokazuje velká imigračńı vlna. Když
nacismus tak nenáviděli, že se odstěhovali z domov̊u, tak by jistě většina z
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nich během voleb nacist̊um onen záporný hlas dalo, což by jistě mělo nemalý
dopad. Nav́ıc menšina (židé) by se tehdy i mohla efektivněji bránit.

Jak vid́ıme, tak politika by byla mnohem progresivněǰśı a strany by si
musely dávat velký pozor na to, co dělaj́ı a v momentě, kdy by lidé měli
větš́ı vliv na politiku, tak by zároveň i stoupl zájem o ńı, tud́ıž zde máme
takový kruh navzájem se posiluj́ıćıch věćı.

Model̊u demokracie 2.1 je několik, ale nejčastěji máme 2 nebo 4 kladné
hlasy a většinou 1 záporný. Dále také ještě muśı být počet kladných hlas̊u
2× větš́ı než počet záporných hlas̊u.

Nakonec problém na závěr, vezmeme si výsledky voleb v Německu z
roku 1932 a pokuśıme se je analyzovat. Pod́ıvejme se pod́ıvat na výsledky a
pojd’me zjistit jestli na základě jistých predikćı, založených na faktech, by
se změnil chod dějin, kdyby by se tedy volilo podle našeho volebńıho modelu.

Party Votes % Seats +/–
National Socialist German Workers Party 13 745 680 37.27 230 +123
Social Democratic Party of Germany 7 959 712 21.58 133 –10
Communist Party of Germany 5 282 636 14.32 89 +12
Centre Party 4 589 430 12.44 75 +7
German National People’s Party 2 178 024 5.91 37 –4
Bavarian People’s Party 1 192 684 3.23 22 +3

Tabulka 6: Volby - Německo 1932

Dovolil jsem si tabulku nepřekládat, mysĺım že neńı potřeba.
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Party Votes % Orientation
National Socialist German Workers Party 13 745 680 37.27 R+
Social Democratic Party of Germany 7 959 712 21.58 L-
Communist Party of Germany 5 282 636 14.32 L+
Centre Party 4 589 430 12.44 M
German National People’s Party 2 178 024 5.91 R-
Bavarian People’s Party 1 192 684 3.23 M

Tabulka 7: Volby - Německo 1932 - orientace

R – pravice (right); L – levice (left); M – střed (middle); + – ultra;
- – konzervativńı.

Na začátek bych ještě chtěl podotknout, že existuje několik možných kom-
binaćı pravidel. A bezpočet možnost́ı jak by mohly volby dopadnout. Dále
bychom také potřebovaly znát přesné pozad́ı všeho ve všech volebńıch okre-
sech, následuj́ıćı text je velmi zjednodušený.

A nyńı dejme pravidlo, že voĺıme strany, máme 2 hlasy a 1 záporný. A
pokud chceme dát záporný, tak muśıme dát 2 kladné. Pojd’me si proj́ıt jed-
notlivé strany a ř́ıci si koho by mohli jejich voliči volit.9

Jak uvid́ıte tak součet rozdaných hlas̊u se pohybuje kolem 1,7 a počet
záporných hlas̊u kolem -0,5, jelikož každý nebude využ́ıvat všech možnost́ı
(to je i dokázáno výzkumy).10

I když se to moc nezdá, tak v té době měla v určitých ohledech pravice
a levice k sobě bĺızko, obě kř́ıdla vycházela z ekonomické krize roku 1929 a
slibovala práci pro každého, tud́ıž v dnešńı společnosti by bylo vynulováńı
sil levice a pravice stejné, zde k sobě tyto opačné strany ćıli na stejné lidi,
tud́ıž normálńı volič by klidně mohl volit ultra pravici i ultra levici zároveň
(z dnešńıho pohledu nesmysl).

9V našem modelu budeme mı́t 2 hlasy kladné a 1 záporný, pokud bychom volili
mandáty, tak bychom jich mohli mı́t i v́ıce (hlas̊u), někdo může namı́tat, že by všichni
dali všechny hlasy straně, pro kterou hlasovali, ale je dokázáno, že to tak nedopadá. A je
výrazně častěǰśı rozdělováńı hlas̊u.

10Ale i přes to to neńı nefér pro ty, co žádné daľśı hlasy nedávaj́ı, jelikož daj́ı hlas straně,
kterou podporuj́ı, vyjádřili se, a už nemaj́ı potřebu se dále vyjadřovat.
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Tu máme trochu dějepisu:

NSDAP: pravděpodobně by nejv́ıce druhých hlas̊u dostala 5. strana (R-),
jelikož je nejbĺıže (30%), poté by po 10% dostala 2. 3. a 4. strany, jelikož i
mezi nacisty jistě byl někdo kdo podporoval střed, umı́rněnou levici a nebo
extremismus obecně (10%), dále co se týče záporných hlas̊u, tak bych dal 2.
a 4. -10% záporných a komunist̊um -20%, jelikož komunisté byli podle Hit-
lera hlavńımi nepřáteli, tak jim dáme -20%. Konč́ıme tedy s koeficienty pro
strany: 1; 0; -0,1; 0; 0,3; 0.

U sociálńı demokracie (L-) si mysĺım, že hodně volič̊u podporovalo ko-
munisty, jelikož měli k nim měli v politickém spektru bĺızko (0,3%). Dále
si mysĺım, že hodně by ještě mohl mı́t podporu střed 0,3% a 0,1% (druhá
středová strana byla menš́ı, tud́ıž by většinu asi vzala vzala větš́ı strana).
Zároveň si ale mysĺım, že část těchto volič̊u byla poměrně umı́rněná, takže
zde bude -10% pro komunisty a -30% pro nacisty. Naše koeficienty pro strany
jsou: -0,3; 1; 0,2; 0,3; 0; 0,1.

A nyńı komunisté (L-), pro ně obecně plat́ı, že komunisté většinou jiné
strany nevoĺı, proto si mysĺım, že jedině budou volit 30% sociálńı demokracii
(L-) a 10% nacisty (jak jsem výše psal, v něčem k sobě měli bĺızko). Nacisté
dostanou -20%, jelikož měli hodně spor̊u (ĺıdrové se nenáviděli). Koeficienty:
-0,1; 0,3; 1; 0; 0; 0.

Dále tu máme 4. stranu
”
Centrum“, která je asi obdoba KDU-ČSL, a byla

středová (M). Tam odhaduji rozděleńı volič̊u pro 2.(40%) 5.(20%) a 6.(30%)
stranu, jelikož jsou středové nebo umı́rněné v́ıce dostane sociálńı demokracie,
protože je prostě silněǰśı. Naopak 6. strana je politicky nejbĺıže. Dále určitě
většina p̊ujde silně proti extremismu takže -30% pro komunisty. Koeficienty:
-0,3; 0,4; -0,3; 1; 0,2; 0,3

Posledńı 2 strany měly málo hlas̊u, tak je vezmeme rychle. Jako předposledńı
tu máme stranu (R-). Ty se budou dělit mezi nacisty a střed, ale p̊ujdou proti
levici. Koeficienty: 0,3; -0,1; -0,4; 0,3; 1; 0,1.

Posledńı strana je středová, takže bude podporovat střed a umı́rněné,
bude proti extremismu. Koeficienty stran: -0,3; 0,1; -0,3; 0,6; 0,1; 1.
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Dopoč́ıtáńı je už triviálńı, jinak našich 6 stran pokrývá asi 95%, tud́ıž
oněch 5% zanedbáme a budeme poč́ıtat s oněmi 95% jako se 100%.

n
∑

1 %1 k1 k2 k3 k4 k5 k6
∑

2 %2 or.
1 13 745 680 39,6% 1 -0,3 -0,1 -0,3 0,3 -0,3 9 829 276 22,9% R+
2 7 689 712 22,2% 0 1 0,3 0,4 -0,1 0,1 11 011 741 25,7% L-
3 5 282 636 15,2% -0,1 0,2 1 -0,3 -0,4 -0,3 2 840 167 6,6% L+
4 4 589 430 13,2% 0 0,3 0 1 0,3 0,6 8 265 361 19,3% M
5 2 178 024 6,3% 0,3 0 0 0,2 1 0,1 7 338 882 17,1% R-
6 1 192 684 3,4% 0 0,1 0 0,3 0,1 1 3 556 287 8,3% M

Tabulka 8: Volby - Německo 1932 - demokracie 2.1

Výsledek je velké překvapeńı, nejen že NSDAP nevyhrálo na plné čáře,
ale dokonce je až 2. Dokonce přǐsli přibližně o 16% hlas̊u, což je znatelné,
dále ještě ztratili daľśı extrémisté a to komunisté necelých 9%. Dohromady
přǐsli extrémisté o 25% hlas̊u, což je znatelná ztráta.

Naopak pośılili umı́rněné a středové strany, v́ıtězem se stala sociálńı de-
mokracie s 25,7% hlas̊u. Strana Střed si výrazně polepšila a neńı až zas tak
daleko za NSDAP. Posledńı 2 strany rovněž výrazně pośılily. Hlavně z toho
d̊uvodu, že často byly bĺızko některým silným stranám, ale zároveň je nikdo
neměl d̊uvod nenávidět. (Populismus se ukázal jako velké mı́nus – přesně
proti tomu demokracie 2.1 bojuje)

Jak vid́ıme, tak NSDAP by nebyla schopná sestavit vládu, vzhledem k
tomu, že sociálńı demokracie byla nyńı nejsilněǰśı stranou, tak by to byla
ona, kdo by se pokoušela sestavit vládu, pravděpodobně by utvářela koalici
se středovými stranami (53,3%), otázka je jak by to bylo s počtem křesel,
jelikož ten neńı př́ımo úměrný počtu hlas̊u, ale přiděluje se podle daľśıch me-
tod. S umı́rněnou pravićı by se však už pravděpodobně měli převahu určitě.

Komunisté by jistě z̊ustali stranou, jelikož ti v té době vždy byli mimo ko-
alice už z principu. Je otázka jestli by se NSDAP nepokusila vytvořit vládu,
ale to je nepravděpodobně, jelikož by moc stran s ńı do koalice nechtělo.

Tehdy měly strany problém zformovat vládu, což je pochopitelné, jelikož
komunisté s nikým do koalice nešly a s nacisty a jejich extrémńımi názory se
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většina ostatńıch stran neztotožňovala. Nav́ıc Hitler ani o koalici moc nestál.

Nakonec to pokračovalo tak, že starý prezident Hindenburg udělal z Hit-
lera kancléře, jelikož NSDAP měla velkou podporu, ten toho zneužil d́ıky
požáru Reistagu, to byl začátek konce, konec demokracie v Německu a začátek
třet́ı ř́ı̌se.

Bez výrazné převahy se Hitler nestává kancléřem a naopak se stává ĺıdrem
opozice. Je však velmi možné, že by se 4 ostatńı strany spojili, jelikož k sobě
tak daleko neměly (asi ale sṕı̌se ze strachu, jelikož by nacisté stále byli silńı).
Jejich spojeńı by však mělo velkou podporu (70,4%). A naprosto by vládli
ř́ı̌sskému sněmu. Demokracie by tak zásadně v Německu pośılila a Hitler by
tak stál proti trojnásobné převaze a nav́ıc bez jakýchkoliv větš́ıch pravomoćı.
Pro nacisty jsou tak volby velký neúspěch a pravděpodobně rychle ztrácej́ı
př́ızeň a miźı stejně rychle jako se objevili a nadále se omezuj́ı na menš́ı
stranu, podobně jako komunisté.

Jinak si všimněme, že komunisté měli opravdu málo hlas̊u, což neńı až
zas tak nereálné, jelikož když se koncept demokracie 2.1 testoval v ČR, tak
komunisté měli dokonce záporný počet hlas̊u.

Samozřejmě nic z toho neńı 100% předpověd’, toto je jen jeden z možných
scénář̊u, založený je však na faktech. Vždy je ale zábava teoretizovat co se
mohlo stát.

Žádný ze závěr̊u nebo př́ıklad̊u nebyl nijak politicky motivován.

A co by to bylo za článek bez zlehčuj́ıćıho doplňuj́ıćıho obrázku:
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3 M&M XXII. ročńık 3. téma

3.1 M&M XXII. ročńık; 3. téma; 1. př́ıspěvek

Téma 3: Kosmický kulečńık

Představte si, že se jednoho dne nebo noci pod́ıváte na oblohu a zjist́ıte, že
nějaké těleso slunečńı soustavy zmizelo. Slunečńı soustava tak, jak ji známe,
šlape jako hodinky, a proto bude mı́t toto zmizeńı u některých těles věťśı a u
některých menš́ı vliv na Zemi, Slunce a ostatńı tělesa.

Vyberte si těleso slunečńı soustavy mimo Zemi a Slunce a popǐste, co by se
stalo, kdyby náhle zmizelo. Jakým zp̊usobem se tělesa nejv́ıce ovlivňuj́ı a co se
kv̊uli tomu m̊uže změnit? Změńı se oběžné dráhy či jiné pohyby těles? M̊uže
po takovéto změně nastat dlouhodoběǰśı rovnováha, nebo se budou poměry ve
slunečńı soustavě drasticky měnit? Bylo by možné bez tohoto tělesa nadále
ž́ıt na Zemi? Všimli by si zmizeńı pouze astronomové, nebo by mělo neza-
nedbatelný dopad? Zkuste se zamyslet nad následky, které bychom poćıtili na
Zemi, i nad dopady na jiné planety nebo Slunce.
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Ve svém krátkém př́ıspěvku, jsem se rozhodl, že shrnu některé zaj́ımavé
faktory. Nakonec se pod́ıváme na měśıce Jupitera (využ́ıvám zmı́nky z 3.
č́ısla). Nebudeme se zat́ım specializovat na žádné těleso.

Chtěl bych zač́ıt, s d̊usledky, které zmizeńı planety vyvolá nepř́ımo. Toto
zmizeńı by mohlo mı́t za následek destabilizováńı oběžných drah meteorit̊u a
j́ım podobné havěti. Toto by by pro nás mohlo mı́t možná největš́ı následky.
Např́ıklad přibližně o 1

3
oběžné dráhy posunut́ı Jupitera ob́ıhaj́ı Slunce Tro-

jané11. Zmizeńı Jupitera by velmi jistě mělo za následek destabilizaci planetek
a po nějakém času náhodné rozletěńı (až vystřeleńı) na všechny r̊uzné strany.
Asteroidy jsou nevypočitatelná tělesa, někdy nemuśı být ani počátečńı im-
puls velký, např́ıklad počátečńıho impulsu, k vyhynut́ı dinosaur̊u byl skoro
100 milión̊u let 12 před samotným vyhynut́ım.

Dále něco o kometách. Komety maj́ı ještě oproti meteorit̊um daľśı ne-
bezpečnou vlastnost a to, že jsou tvořeny z ledu, d́ıky tomu mohou tvořit
ohon, ale během toho, co se zahř́ıvaj́ı mohou (a také to dělaj́ı) uvolňovat
sv̊uj materiál zcela náhodně a t́ım náhodně ř́ıdit svou dráhu. T́ım se stávaj́ı
pro nás ještě nebezpečněǰśı, jelikož nedokážeme efektivně předpov́ıdat jejich
dráhu.

Dále ještě, když jsme u těch komet, tak určitě stoj́ı za to zmı́nit kometu
Shoemaker Levy 913, která má rovněž spojitost se zmizeńım Jupitera. Tato
kometa narazila do Jupitera v roce 1994. A určitě to nebylo poprvé ani napo-
sledy, co něco narazilo do Jupitera (nebo do jiné planety). Možná kdysi nějaká
planeta zachránila nebo zachráńı Zemi, kdo v́ı? (Nebo se na to můžeme d́ıvat
z druhé strany a ř́ıci, že právě nezachránila :-D (viz. dinosauři)).

Nakonec, když ještě mluv́ıme o smet́ı, můžeme též zmı́nit prstence, jako
má Saturn, ty by také dokázali nadělat hodně srandy :-D .

Dále o měśıćıch Jupitera, po jeho zmizeńı. Bude záležet, kde se zrovna bu-
dou měśıce nacházet, nejzásadněǰśı věci se asi stanou pokud se budou zrovna
pohybovat př́ımo před ńım nebo za ńım (pokud se rychlosti měśıc̊u a Jupitera

11https://cs.wikipedia.org/wiki/Trojn
12https://en.wikipedia.org/wiki/Chicxulub_crater
13https://cs.wikipedia.org/wiki/Shoemaker-Levy_9
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budou sč́ıtat nebo odč́ıtat.

Pokud chceme provést nějaké výpočty, můžeme provést zanedbáńı toho,
že zde nějaký Jupiter byl a vezmeme pouze měśıc jako hmotný bod, dodáme
mu vybraný vektor a aplikujeme Keplerovi zákony. Ale nejdř́ıv pár údaj̊u:

Jupiter . . . . . 13,050 km · s−1

Io . . . . . . . . . . 2,758 km · s−1

Europa . . . . . 1,188 km · s−1

Ganymed. . . 1,173 km · s−1

Calisto . . . . . 1,306 km · s−1

Velká poloosa Jupitera je 778 412 027 km.

Tud́ıž vid́ıme, že nejzaj́ımavěǰśı pro nás bude Io. Tud́ıž výchoźı vzdálenost
od Slunce je pro nás vždy 778 412 027 km. Největš́ı rychlost bude 15,808.
Nejmenš́ı bude 10,292. Což je docela rozd́ıl.

Nejprve jsem zav́ıtal na stránku
http://astro.unl.edu/naap/pos/animations/kepler.swf,
kde jsem se pokusil oboj́ı nasimulovat, pro zpomaleńı a pro zrychleńı to vyšlo
takto:

Když Io zpomaĺı, tak nás neohroźı ale, v druhém př́ıpadě jak vid́ıme, že
prot́ıná dráhu Saturnu, pro jistotu si ale spoč́ıtáme, jaká je úniková rych-

lost Io a to pomoćı vzorečku: vu =
√

2κM
r

, kde M je hmotnost Slunce a r
je vzdálenost od Slunce, κ je gravitačńı konstanta. Po dosazeńı nám vyjde
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hodnota 18,468 km · s−1. Což je v́ıce, než 15,808, tud́ıž Io neulet́ı! :-D

A nyńı: proč řeš́ıme předevš́ım předevš́ım př́ıpady, kdy se rychlosti skládaj́ı,
zdravý rozum by mohl ř́ıkat, že nejv́ıce měśıce ulet́ı, pokud bude tečna jejich
pohybu kolmá na tečnu pohybu planety. Poté se však jejich celková rychlost
bude poč́ıtat přes Pythagorovu větu a nebude se sč́ıtat, jako v předešlém
př́ıpadě, takto bychom mohli dosáhnout největš́ı rychlosti 13,338 a nejmenš́ı
12,755, což jak vid́ıme neńı ani z daleka úniková rychlost. A změna je menš́ı.
Kĺıčová je rychlost (rychlost je energie). Opět máme vizualizaci:

Tud́ıž jak vid́ıme, tak výsledky jsou docela zaj́ımavé. Mohlo by být za-
j́ımavé poč́ıtat s daľśımi objekty ob́ıhaj́ıćı něco jiného, horkými adepty na
uletěńı by mohl být Titan, Enceladus, Tritón a Charon (měśıc Saturnu, Sa-
turnu, Uranu, Pluta). Zaj́ımavý by mohl být i náš měśıc. Nakonec by mohl
být i zaj́ımavý rozpad prstenc̊u Saturnu. Jinak co se týče našeho měśıce, tak
u něj nesmı́me opomı́nat náhlé zmizeńı slapových jev̊u.

K obrázk̊um: obrázky byly poř́ızeny jako screenshoty na stránce http://

astro.unl.edu/naap/pos/animations/kepler.swf, dráhy jsou nastaveny
tak, aby se v mı́stech, kde se prot́ınaj́ı s dráhou Jupitera měly správný úhel s
oběžných drah (tečen) a správnou rychlost, to nám samo o sobě k přesnému
nadefinováńı dráhy stač́ı. Tud́ıž dráhy, které tu vid́ıme by měly být velmi
podobné těm skutečným.

Strana 80 z 346
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3.2 M&M XXII. ročńık; 3. téma; 2. př́ıspěvek

•
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Ve svém druhém př́ıspěvku spoč́ıtám dráhu Io a pod́ıvám se ještě náš
měśıc.

Na začátek se muśım přiznat, že jsem kdesi minule udělal chybu, skutečná
rychlost Io je dostatečná na to, aby byla úniková, jelikož jsem na to přǐsel
až po sepsáńı př́ıspěvku a s p̊uvodńımi hodnotami se pěkně poč́ıtalo, tak
řekněme, že si nejprve ukázkové spoč́ıtáme dráhu pro těleso, které má stejné
vlastnosti jako špatně spoč́ıtané Io (popravdě pevně věř́ım, že existuje nějaké
zrńıčko prachu, které takto Jupiter ob́ıhá! :D (Nebo nějaký paralelńı vesmı́r
:D ))

Začneme s přehledem parametr̊u, co budeme potřebovat k výpočtu (po-
č́ıtáme moment, kdy se rychlosti slož́ı):

G = 6, 674 · 10−11 m3 · kg−1 · s−2

M = 1, 989 · 1030 kg
m = 8, 932 · 1022 kg
r = 7, 784 · 1011 m
v = 1, 581 · 104 m · s−1

α = 90◦

Nejprve muśıme spoč́ıtat E:

E =
1

2
mv2 −GMm

r
≈ −4, 069 · 10−30 J (1)

L = mrv sinα ≈ 1, 099 · 1039 kg ·m · s−1 (2)

ε =

√
2L2

G2 ·M2 ·m3
E + 1 ≈ 0, 466 (3)

p =
L2

GMm2
≈ 1, 672 · 1012 m (4)

Nyńı známe všechny parametry dráhy. Na adrese http://ulozto.cz/xXHHD75Y/
22-00-03-10-xlsx je ke stáhnut́ı tabulka v Excelu, kde lze dosadit vstupńı
hodnoty a dostaneme odpověd’ pro libovolné těleso (dole tam se tam vykres-
luji dráhy, ale POZOR osy nejsou přesně v měř́ıtku, je potřeba vždy vždy
graf roztáhnout tak, aby měl správně roztažené osy, (o všech funkćıch a jak
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na to na konci př́ıspěvku)).

Maximálńı ”odlet”tělesa bychom spoč́ıtali přes derivace. Označme v1 rych-
lost Jupitera a v2 rychlost našeho zrńıčka prachu. Z pythagorovy věty vyjá-
dř́ıme výsledný vektor jako rychlosti jako (úhel β bereme od kladné osy x ve
směru pohybu):

v =
√

(v1 + cos βv2)2 + (sin βv1)2; sinα = sinβv1

v
; cosα = v1+cosβv2

v

Jedná se o Pythagorovu větu a rozkládáńı na vektory a vztahy v pravo-
úhlém trojúhelńıku.

Nyńı bychom už byly schopni vyjádřit E i L. Dosad́ıme tedy do rovnice
pro ε:

E =
1

2
m(
√

(v1 + cos βv2)2 + (sin βv1)2)2 −GMm

r
(5)

L = mrv
sin βv1

v
= mr sin βv1 (6)

ε =

√
2L2

G2 ·M2 ·m3
E + 1 (7)

ε =

√
2(mr sin βv1)2

G2 ·M2 ·m3
(
1

2
m(
√

(v1 + cos βv2)2 + (sin βv1)2)2 −GMm

r
) + 1 (8)

A nyńı funkci excentricity podle β.

ε =

√
2(mr sin βv1)2

G2 ·M2 ·m3
(
1

2
m(
√

(v1 + cos βv2)2 + (sin βv1)2)2 −GMm

r
) + 1 (9)

A úplně netuš́ım jak to přesně zderivovat a tak asi bude lepš́ı to tady ukončit.

Dále jsem si řekl, že ještě spoč́ıtám stejným zp̊usobem Měśıc (po zmi-
zeńı Země (ted’ trochu kašlu na to, co je napsáno v zadáńı (

”
mimo Zemi

a Slunce“)) a výsledky jsou ε = 0, 070; p = 1, 070 AU – V perihelu bude
vzdáleno od Slunce 1 AU a v apheliu to bude 1,150 AU. Což nebude na nic
stačit ani náhodou.
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Ale vzhledem k rychlosti Io, (17 334 m · s−1) oproti Jupiteru (13 050 m · s−1)
se dokonce Io může otočit nebo jeho rychlost může být úniková. Může si tedy
takřka létat jak chce.

Může kř́ıžit dráhy všech planet a může prolétat pásem asteroid̊u. To by
mělo jistě za následek narušeńı pásu.

To, že nevylet́ı ani nespadne do Slunce (a ani se s nič́ım nesraźı) ne-
muśı být definitivńı. Je ještě možný efekt takzvaného gravitačńıho praku,
též nazývaného gravitačńı manévr14. To že to opravdu funguje můžeme vidět
na obrázku 2. To jak to funguje tady rozeb́ırat nebudu (je to prosté a nav́ıc
na internetu), ale tento efekt by mohl mı́t ještě větš́ı d̊usledky, např́ıklad
bychom mohli využ́ıt nějakou z planet jako gravitačńı prak, Io k Saturnu a
nebo rovnou ze slunečńı soustavy. Dokonce by se dal i s trochou šikovnosti
naopak nasměrovat, aby naopak spadl do Slunce (vystřelit ho před Saturn
tak, aby mu z̊ustala po pr̊uletu pouze složka rychlosti směruj́ıćı od Slunce,
kterou by postupně ztratil a spadl)15. Takže trocha srandy by se s t́ım dala
už́ıt :D16

Obrázek 2: Rychlost sondy Voyager 2

14https://en.wikipedia.org/wiki/Gravity_assist
15S využit́ım gravitačńıho praku by se také daly jistě zař́ıdit i srážky nějakých těles.
16Asi docela dobře by se s t́ım dalo pohrát ve hře Universe Sandbox

Trailer: https://youtu.be/dhY6G3iNiQ4( Dokonce jde stáhnout i testovaćı verze.)
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Dále zde je ještě jeden aspekt spojený s měśıcem a to, že d́ıky tomu, že
2 tělesa, která kolem sebe nějak ob́ıhaj́ı často ráda konč́ı ve vázané rotaci
(→ postupem času se rotace zpomaluje). To mě přivedlo k tomuto videu:
Evolution of life without a Moon (https://youtu.be/p-YZAIECTrA). Krátce:
kdyby Země nezažila jako protoplaneta onu slavnou srážku, kdy vznikl měśıc,
tak je možné že by se život nikdy nevyvinul do forem jako dnes (nebo v̊ubec).
Mělo by to za následek spoustu změn, např́ıklad klima by bylo jiné a výrazně
nestabilněǰśı, život by se nemohl vzhledem k silným větr̊um (zp̊usobných
rychlou rotaćı planety) dorozumı́vat zvukem, ale nějak jinak. Z toho lze do
budoucna odvodit, že pokud by zmizel měśıc, tak by se to v budoucnu proje-
vilo na délce dnu (ve skutečnosti bude deľśı než kdyby zmizel). Také bychom
přǐsli o zatměńı Slunce, spoustu konspiračńıch teorii ohledně letu Američan̊u
na měśıc, spoustu úžasných plán̊u na jeho budoućı kolonizaci a v neposledńı
řadě, když jsme u těch her, tak by přistáńı na ciźım tělese ve hře Kerbal
Space Program17 bylo o něco těžš́ı :-D.

Tady jsem to chtěl p̊uvodně utnout, ale ještě mě napadlo, že bych mohl
pomoćı Excelu přibližně spoč́ıtat nejlepš́ı úhel pro odlet měśıce. (Původně
Io, ale to je takové složité vzhledem k tomu, že odlétne pokaždé). (Tady jsem
přǐsel na to že skutečná rychlost Io je výrazně vyšš́ı :D). Zapracoval jsem,
ale na tabulce a nyńı dělá několik základńıch simulaćı. Pojd’me se na to tedy
pod́ıvat.

Na prvńım listu jsou nejprve naše 2 tělesa, rychlosti zde jsou už sečtené
a 3. těleso si můžeme libovolně navolit, nav́ıc zde jsou grafy oněch drah
(tvořené 360 body). Jsou tu trochu problémy s hyperbolickými a parabo-
lickými dráhami. Je zde 5 bod̊u nav́ıc, 1 uprostřed nahrazuje Slunce a 4 zde
jsou po stranách, protože Excel má takovou ”super”funkci, že si měńı měř́ıtko
os (prostě to dokáže celé zdeformovat naprosto neuvěřitelným zp̊usobem)
takto je pouze potřeba, aby tyto 4 body pouze tvořili takový čtverec stoj́ıćı
na jednom z roh̊u. Na daľśım listu pak máme Io a Měśıc samostatně, hlavńı
věc zde je, že si můžeme hrát s jednotlivými úhly (můžeme samozřejmě edi-
tovat všechny údaje (dokonce i gravitačńı konstantu, takže můžeme tvořit i
nějaké fiktivńı systémy (např. Kerbal Space Program))). Poté se nám vykresĺı
dráha p̊uvodńı a nově vzniklá (pozn. ohniska jsou vždy umı́stěna na x-ovou
osu, pokud neńı zadaný úhel měśıce 0◦ nebo 180◦, tak docháźı k posunu ohni-

17Trailer: https://youtu.be/RkDOOsGg-9I
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sek z p̊uvodńı osy, p̊uvodńı dráhy se však vždy (pokud měśıc neodletěl) kř́ıž́ı
v mı́stě odpoutáńı).

Jinak proč odpoutáváme těleso v periheliu, jelikož zde je to nejvýhodněǰśı,
jelikož pokud bychom zvýšili rychlost v apheliu, tak bychom se dostali dál
od Slunce, tam kde bylo dř́ıve perihelium. Toto použ́ıvaj́ı rakety, když chtěj́ı
dosáhnout orbity podobné kružnici, tak provád́ı zážeh na vrcholu dráhy. My
však nechceme kruhové dráhy, ale nějaké extrémy, právě proto odpoutáváme
měśıce v periheliu planety.

Jinak z planety můžeme stř́ılet měśıce libovolnými směry v okruhu 360◦.
Můžou zde ale opět nastat problémy s převraceńım os. Proto jsem obrátil osu
x u př́ıkladu s Io, jelikož takto je vlastně 2× obrácená, bez obráceńı by dráha
vypadala nelogicky, jelikož by se nikde nedotýkala p̊uvodńı dráhy, jedná se
ale sṕı̌se o kosmetickou úpravu, jediný d̊usledek toho je, že pro všechny si-
mulace bych doporučil editovat 3. list se Zemı́ a měśıcem.

(Jednalo se o to, že bez převráceńı os Io létalo uprostřed dráhy a nikde se
nedotékalo p̊uvodńı dráhy, což vypadalo jako špatně spoč́ıtané). Je zaj́ımavé,
že když vystřeĺıme měśıc pod nějakým úhlem, ”od planety”, tak se poté může
Perihelium naopak přibĺıžit k planetě. Což se může jevit divné, ale my v́ıme,
že po 1 oběhu se muśı těleso opět nacházet na stejném mı́stě a jelikož těleso
let́ı v tom mı́stě nahoru (úhel mezi pr̊uvodičem a pohybem planety je rovněž
zachován), tak muselo těleso přiletět ”zespodu”, tud́ıž bylo bĺıže k pletě. Je
tedy teoreticky možné takto svádět lodě z orbity, jelikož jejich perihelium
pak bude v atmosféře. (Je divné brzdit lod’ tak, že nebudeme p̊usobit proti
pohybu, ale částečně třeba i ve směru pohybu a od planety, ale očividně to
jde (ono p̊usobeńı zase nesmı́ být samozřejmě až moc velké)).

Ještě mě napadla poznámka: asi neńı úplně jasné jak poč́ıtám ten úhel
(výstřelu planety). Normálně máme vektor rychlosti planety, k tomu přičtu
vektor rychlosti planety tak, že ho rozlož́ım na x a y ose a pak pouze sečtu
složky na jednotlivých osách a z toho pak už jen pouze jednoduše vyjádř́ım
úhel (všechno jen goniometrické funkce).
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4 M&M XXII. ročńık 4. téma

4.1 M&M XXII. ročńık; 4. téma; 1. př́ıspěvek

Téma 4: Komprese mapových dat

Aplikace pro navigaci má dnes skoro každý na mobilu. Neńı problém mı́t
v mobilu p̊ulku Evropy a mı́t tak mapy všude po ruce. Jak ale taková rozsáhlá
data ukládat, aby nebyla př́ılǐs velká a dala se snadno použ́ıvat? Cı́lem tohoto
tématu je zkusit vymyslet a realizovat algoritmy na efektivńı ukládáńı ma-
pových dat. Pro naše účely se budou mapy skládat jen z jednoduchých objekt̊u
–bod̊u, lomených čar a ploch. Každý bod má souřadnice, čáry a plochy jsou
popsány souřadnicemi bod̊u, kterými procházej́ı, a plochy jsou nav́ıc uzavřené.
Pro ty, kteř́ı chtěj́ı své nápady i prakticky realizovat, jsme připravili testovaćı
data, na kterých si mohou efektivitu svých algoritm̊u vyzkoušet.

Zkuste vymyslet (a př́ıpadně realizovat) zp̊usob, jak uložit mapová data,
aby zab́ırala co nejméně prostoru a splňovala některou z následuj́ıćıch podmı́nek:

žádné daľśı podmı́nky nejsou

byla lokálně dekomprimovatelná – pokud chci znát mapu v okoĺı daných
souřadnic, stač́ı mi rozbalit jen vhodnou část dat a nemuśım je nejprve roz-
balit všechna

byla editovatelná – pokud chci přidat nebo změnit bod, čáru či plochu, ne-
muśım nejprve vše rozbalit a pak opět zabalit

byla postupně komprimovatelná – objekty dostávám postupně a všechny se
mi naráz nevejdou do paměti, proto je chci pr̊uběžně komprimovat a zapiso-
vat na disk. Pořad́ı objekt̊u si mohu předepsat.

Jak se budou vaše algoritmy chovat, pokud dostaneme mapu hustě ośıdlené
oblasti s množstv́ım objekt̊u na malé ploše? Budou stejně efektivńı i pro ř́ıdké
mapy venkovských oblast́ı?

Pro ty, které bav́ı programovat, jsme připravili i praktická data z města i
krajiny. Na odkazu http: // mam. mff. cuni. cz/ media/ tema/ 22/ tema4/
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brno. txt si m̊užete stáhnout mapu středu Brna, na odkazu http: // mam.

mff. cuni. cz/ media/ tema/ 22/ tema4/ jestrebi. txt si m̊užete stáhnout
mapu vesnických oblast́ı okolo Jestřeb́ı. Soubor je textový v následuj́ıćım
formátu:
b c p
sy1 sx1
sy2 sx2
...
syb sxb
c1l sc11y sc11x sc12y sc12y ... sc1ly sc1lx
...
ccl scc1y scc1x scc2y scc2y ... sccly scclx
p1l sp11y sp11x sp12y sp12y ... sp1ly sp1lx sp11y sp11x
...
ppl spp1y spp1x spp2y spp2y ... spply spplx spp1y spp1x

Na prvńım řádku je uveden počet bod̊u, cest a ploch. Po nich následuj́ı
body, cesty a plochy, vždy jeden objekt na jeden řádek. Body obsahuj́ı nejprve
zeměpisnou š́ıřku a pak zeměpisnou délku ve stupńıch. Cesty a plochy jsou
popsané hraničńımi body a obsahuj́ı nejprve počet bod̊u na cestě/ploše a pak
souřadnice jednotlivých bod̊u na ńı. U ploch je posledńı bod shodný s prvńım.

Pokud budete váš algoritmus implementovat, d̊ukladně ho vysvětlete a oko-
mentujte a napǐste současně program pro kompresi i dekompresi dat, at’ ho
m̊užeme vyzkoušet na r̊uzných datech.
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Na začátek: všechny informace, celý soubor je tvořen z bit̊u, bit má hod-
notu 0 nebo 1. Nám jde o to, aby celkový počet bit̊u byl co nejmenš́ı. Pro
začátek našeho pov́ıdáńı jsem si vybral hned 1. souřadnici a to je y 49.195 170 4
x 16.609 623 8 na této souřadnici si z počátku budeme vše ukazovat.

Nejprve se krátce pod́ıvám, na to v jakém formátu jsou uložena data ted’.
Soubor Brno.txt má velikost 499 521 bajt̊u a jeho kódováńı je ANSI. Jak
jsem pochopil, tak data jsou zapsána jako znak

”
4“, znak

”
9“ znak

”
.“, znak

”
1“. . . znak pro daľśı řádek. . .

Hned na začátek jsem si řekl, že č́ıslo určitě muśı být převedeno do
formátu č́ısla a ne skupiny znak̊u, to je prvńı věc. Dále mě napadlo, že by
se dala odstranit desetinná čárka, většina č́ısel stejně obsahuje 6 desetinných
mı́st, tud́ıž na udáńı pozice bychom stejně potřebovali několik bit̊u (když
bychom poč́ıtali od předu, tak vždy 2 a když odzadu tak 3). Nav́ıc by to, že
zde jsou 0 žádné mı́sto neušetřilo, jelikož každé č́ıslo muśı mı́t sv̊uj nějaký
předem vymezený prostor. Tud́ıž každé č́ıslo nejprve rozš́ı̌ŕıme na 7 dese-
tinných mı́st a pak budeme vypouštět desetinnou čárku.

Souřadnice se nám změnili tedy ted’ na y 491 951 704 x 166 096 238. Nyńı
jsem začal přemýšlet o tom jak č́ısla budu převádět na informaci ve tvaru
bit̊u. Spoč́ıtal jsem si, že 229 = 536 870 912 Což by mi mělo stačit. Ale za-
stavme se ted’ na chvilku, takto bych mohl kódovat souřadnice pouze do 53◦

a je jasné, že pravděpodobně (pokud maj́ı být souřadnice použitelné pro ce-
lou zemi) budu potřebovat na ose y 180 a na x 360 (bud’to budu brát celou
Zemi v kuse bez přechodu přes rovńık a bez 180-tého poledńıku nebo 1 bit
na určeńı polokoule). Nav́ıc by data rozhodně nebyla lokálně dekomprimova-
telná.

Následovně mě napadlo, že kdybychom měli data pouze pro nějakou ob-
last (třeba ČR) mohli bychom změnit začátek vztažné soustavy, t́ım by se
nám zmenšil rozsah č́ısel, což by ušetřilo daľśı byty. A od toho už byl jen
kr̊uček k myšlence rozsekat celou mapu na sektory.

Na začátek si představme že kamera navigace je přibĺıžená a je potřeba
vykreslovat jen několik nejbližš́ıch kilometr̊u, d́ıky tomu bude lepš́ı když sek-
tory budou mı́t pouze pár kilometr̊u, když však mapu oddáĺıme, bude potřeba
vykreslovat v́ıce a v́ıce sektor̊u a t́ım pádem v́ıce a v́ıce bod̊u atd. Otázkou
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je jak to pak bude zvládat grafická karta a procesor navigace. Tento problém
budeme řešit podrobněji později. Abychom si však shrnuli tuto myšlenku:
mapa bude rozdělena na sektory, na začátku datového úseku každého sek-
toru budou začátečńı y x souřadnice a následovně budou udávány pouze
relativńı souřadnice k prvńı (výchoźı = absolutńı) souřadnici.

Tud́ıž zápis dat bude vypadat asi nějak takto: ”souřadnice absolutńıho
bodu sektoru”; ”počet souřadnic v sektoru”; ”relativńı souřadnice 1. bodu v
sektoru”; ”2. bodu”atd.

Problémy tu jsou hned 2, ten menš́ı: jak velké maj́ı být sektory. To se
dá vypoč́ıtat. Za druhé, co s křivkami a plochami? Pokud se křivka nacháźı
v jednom sektoru o nic v́ıce méně nejde, pokud ve v́ıce, nastává problém.
V tomto př́ıpadě bude určitě potřeba křivku nebo plochu rozdělit do jed-
notlivých sektor̊u - to samo o sobě bude trochu složitěǰśı úkon (A to z v́ıce
hledisek). To však vyprodukuje daľśı data. Je však ale jasné, že nějaké sek-
tory tak jako tak muśı být.

Jedna z možnost́ı jak tento problém řešit je, že každý bod by měl svoje
ID, tud́ıž na začátek bychom měli pouze výčet bod̊u (rozdělených od sektor̊u)
a poté by byly pouze seznamy čar a objekt̊u. Zde by hodně záleželo, které
sefmenty navigace chceme šetřit nejv́ıce takže krátce k optimalizaci:

Zat́ım jsme si přibližně načrtli tak nějak by data mohla být uchovávána,
ted’ bychom se mohli krátce vrátit k ostatńım komponent̊u, již dř́ıve jsme
zmı́nili, že nechceme aby se nám do paměti navigace nač́ıtala všechna data.
Tento problém jsme vyřešili t́ım, že jsme mapu rozdělili na sektory, což když
ale mapu oddáĺıme? Je několik možnost́ı jak to řešit:

Bud’to můžeme pro jiné rozlǐseńı nakreslit novou mapu, ale to by asi vy-
produkovalo poměrně dost nových dat, takže asi ne. . . . Nebo můžeme před
každou souřadnićı vyhradit nějaké mı́sto (2 až 4 bity) které budou určovat
d̊uležitost souřadnice a s postupným oddalováńım budou souřadnice a ostatńı
věci mizet postupně a ne všechny najednou.

Nakonec tedy naṕı̌su jak si mysĺım, že by mohly přibližně data po uložeńı
vypadat. (Znaky

”
“ a ; jsou zde použity pouze pro odlǐseńı r̊uzných segment̊u

a uloženém datovém souboru by samozřejmě nebyly) Vše by pro ušetřeńı

Strana 90 z 346
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mı́sta rovněž bylo zpatláno na jednom řádku, ale pro přehlednost si to tro-
chu naformátujeme, jsou zde také pro přehlednost požity C++ komentáře:

// 1. sektor

”
ysector1“;

”
xsector1“;

”
m“;

”
id1“;

”
y1 − ysector1“;

”
x1 − xsector1“;

”
id2“;

”
y2 − ysector1“;

”
x2 − xsector1“;

”
id3“;

”
y3 − ysector1“;

”
x3 − xsector1“;

”
idm“;

”
ym − ysector1“;

”
xm − xsector1“;

// 2. sektor

”
ysector2“;

”
xsector2“;

”
n“;

”
idm+1“;

”
ym+1 − ysector2“;

”
xm+1 − xsector2“;

”
idm+2“;

”
ym+2 − ysector2“;

”
xm+2 − xsector2“;

”
idm+3“;

”
ym+3 − ysector2“;

”
xm+3 − xsector2“;

”
idm+n“;

”
ym+n − ysector2“;

”
xm+n − xsector2“;

// seznam křivek

”
idk1“;

”
d“;

”
idd1“;

”
idd2“;

”
idd3“;

”
iddd“;

”
idk2“;

”
e“;

”
ide1“;

”
ide2“;

”
ide3“;

”
idee“;

”
idk3“;

”
f“;

”
idf1“;

”
idf2“;

”
idf3“;

”
idff“;

”
idkb“;

”
g“;

”
idg1“;

”
idg2“;

”
idg3“;

”
idgg“;
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// seznam tvar̊u

”
idt1“;

”
t“;

”
idt1“;

”
idt2“;

”
idt3“;

”
idtt“;

”
idt2“;

”
r“;

”
idr1“;

”
idr2“;

”
idr3“;

”
idrr“;

”
idt3“;

”
s“;

”
ids1“;

”
ids2“;

”
ids3“;

”
idss“;

”
idtv“;

”
u“;

”
idu1“;

”
idu2“;

”
idu3“;

”
iduu“;

Samozřejmě by také záviselo na kvalitě procesoru, RAM, programátora. . .
Asi ideálńı postup je, kdyby program vždy zjistil, jaké sektory má vykreslit,
zapamatoval si všechny body zde, poté zjistil jaké z těchto bod̊u tvoř́ı křivky
a tvary a poté si načetl i zbývaj́ıćı body potřebné pro vykresleńı křivek a
tvar̊u a poté je všechny vykreslil.

Jinak tvary se automaticky budou vracet do 1. body (t́ım se uzavřou).

Pokud bychom chtěli dát bod̊um priority, bylo asi nejvhodněǰśı je dát na
konec každého bodu nebo druhá varianta: každá křivka a tvar budou mı́t
svoj́ı prioritu a poté ještě bude nakonec výčet bod̊u (ID) s prioritami. (bod̊u,
které nejsou součást́ı křivek a tvar̊u)

Nakonec bych ještě chtěl ujasnit, že:
”
y1 − ysector1“; znamená, že máme

souřadnice nějakého bodu (použijme ukázkový bod): y1 49.195 170 4 1x 16.609 623 8,
to převedeme na: y1 491 951 704 x1 166 096 238 A nyńı řekněme, že chceme
mı́t sektory takové, aby šly zakódovat přesně 16 bity. Tud́ıž:

ysector1 = 491 913 216
y = 38 488
xsector1 = 166 068 224
x = 28 014

Toto byl pouze př́ıklad (např́ıklad se rozhodneme, že chceme mı́t 11 bit̊u
nebo 26). To se bude samozřejmě i odv́ıjet na typu krajiny. To by bylo k
základńı koncepci programu v́ıce méně vše.
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4.2 M&M XXII. ročńık; 4. téma; 2. př́ıspěvek

•
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V př́ıspěvku bych se chtěl vyjádřit k tomu, podle čeho bude nejlepš́ı
rozdělovat sektory (jak velké), některé daľśı triky, co mě napadly a nako-
nec nevýhody polárńıch souřadnic.

Připomeneme si jak jsem v minulém č́ısle navrhoval sektor:

// sektor

”
ysector1“;

”
xsector1“;

”
m“;

”
id1“;

”
y1 − ysector1“;

”
x1 − xsector1“;

”
id2“;

”
y2 − ysector1“;

”
x2 − xsector1“;

”
idm“;

”
ym − ysector1“;

”
xm − xsector1“;

Souřadnice ysector1 zab́ıraj́ı nějaké byty ny, xsector1 pak nějaké nx, podle
mě je nejlogičtěǰśı, aby se dělily stejně, tud́ıž ny = nx. A nakonec m (počet
souřadnic) bude mı́t nějakou velikost. Dı́ky tomu, že počet souřadnic je uve-
den, tak nepotřebujeme žádný endsector. A pokud bychom řekněme dělil sek-
tory podle prvńıch 6 bit̊u, tak každou souřadnici zmenš́ıme o 6 bit̊u, (max
je 36 bit̊u (pokud jedeme do 360◦)). Takže v tomto př́ıpadě by to pak bylo
30. V pokud se pod́ıváme na data, tak vid́ıme, že v jednom sektoru by bylo
opravdu mnoho č́ısel a každé by s zmenšilo o 6 bit̊u, což opravdu stoj́ı za
zmı́nku, jelikož informace o sektoru jsou oproti tomu zanedbatelné.

A toto mě přivedlo na novou myšlenku a to, že by bylo možná lepš́ı
rozdělit mapu na sektory a ty na podsektory a ty opět na podsektory a takto
třeba 5× nebo 6×. Nav́ıc asi nebude potřeba na začátku každého pod sek-
toru psát celkové souřadnice, ale poze nějaké relativńı oproti počátku sektoru.

Napadlo mě, že by nejprve mohly mı́t rozděleny y-ové souřadnice a poté
by byly rozděleny x-ové souřadnice, že by zde byl řádek mapy, pak daľśı atd.,
ale poté by data ztrácela lokálńı dekomprimovatelnost, jelikož bychom vždy
museli přeč́ıst několik řádk̊u celé mapy a tak bude lepš́ı rozdělit mapu na sek-
tory, postupně udávat jejich výčet a poté tyto sektory rozdělit na pod sektory
a opět udělat výčet a tak děle. . .
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”
ysector1“;

”
xsector1“;

”
m1“;

”
ysectorpod11

“;
”
xsectorpod11

“;
”
m11“;

”
ysectorpod21

“;
”
xsectorpod21

“;
”
m21“;

”
ysectorpod31

“;
”
xsectorpod31

“;
”
m31“;

”
id1“;

”
ybod1“;

”
xbod1“;

”
id2“;

”
ybod2“;

”
xbod2“;

”
id3“;

”
ybod3“;

”
xbod3“;

”
ysectorpod32

“;
”
xsectorpod32

“;
”
m32“;

”
ysectorpod33

“;
”
xsectorpod33

“;
”
m33“;

. . .

”
ysectorpod22

“;
”
xsectorpod22

“;
”
m22“;

”
ysectorpod23

“;
”
xsectorpod23

“;
”
m23“;

. . .

”
ysectorpod12

“;
”
xsectorpod12

“;
”
m12“;

”
ysectorpod13

“;
”
xsectorpod13

“;
”
m13“;

. . .

”
ysector2“;

”
xsector2“;

”
m2“;

”
ysector3“;

”
xsector3“;

”
m3“;

. . .

1. sektor
1. podsektor 1. sektoru
1. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru
1. podpodpodsektor 1. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru
1. bod
2. bod
3. bod
2. podpodpodsektor 1. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru
3. podpodpodsektor 1. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru

2. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru
3. podpodsektor 1. podsektor 1. sektoru

2. podsektor 1. sektoru
3. podsektor 1. sektoru

2.sektor
3.sektor

Vznikne nám taková stromová struktura. Nyńı si potřebujeme nějak určit
jaká bude nejlepš́ı velikost pro sektory.

Uved’me si př́ıklad: řekněme, že pracujeme ještě na nějakém velkém rozlǐseńı
mapy, takže at’ uděláme sektory jakkoliv, tak vždy se v nich bou vyskytovat
nějaké body. . . A řekněme, že se rozhodneme pro velikost 3 bit̊u (232

pod-
sektor̊u) (kódujeme nějakou část souřadnic (20. až 23. bit. . . )). Poté, zde na
začátku budou souřadnice sektoru18 a počet bod̊u sektoru m nebo počet pod-
sektor̊u. Dále nám přibudou jednotlivé podsektory - ty budou mı́t 2× 3 bity
nav́ıc a k tomu ještě nějaké bity na počet bod̊u (toto může záležet na úrovni,
ale nebude jich řádově v́ıc než 20 (bit̊u)). To bychom měli bity, které budeme
mı́t nav́ıc, naopak ale všechny body v podúrovńıch budou o 3 bity menš́ı. A
tato ušetřená velikost bude v našem př́ıkladu 3m. Což bude výrazně v́ıc než
kolik přidaj́ı data kóduj́ıćı podúrovně.

18může se jednat rovněž i o pod sektor a souřadnice budou relativńı oproti začátku
onoho sektoru, ale pro zjednodušeńı nám to stač́ı takto.
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Efektivita ale bude klesat s počtem podsektor̊u. Pokud bychom třeba
kódovali pouze město Brno, nebo mapu Pražského hradu, tak by bylo nej-
výhodněǰśı nejprve rozdělit mapu na malé sektory a poté udat souřadnice
pouze toho sektoru, kde se něco nacháźı, t́ım by nám velice krátkým kódem
vypadla třeba až polovina všech dat, poté bychom opět aplikovali výše uve-
dené rozsektorováńı, dokud by se to ještě vyplatilo.

Nevýhodné se stane rozdělováńı pokud by už daľśı podsektory byly malé
a obsahovali málo bod̊u, např́ıklad 1, jelikož poté by už kód pro podsektor
zab́ıral v́ıce mı́sta než pokud bychom body jen vypsali.

Pokud bude mı́t podsektor̊u 6 bit̊u, tak bude obsahovat do 2562= 65 536
bod̊u nebo podsektor̊u. Pokud bude obsahovat podsektory, tak to je až př́ılǐs
a pokud pouze body, tak jejich hustota tak velká nebude, takže pro body by
to už mohlo být ok. Osobně bych narhoval podsektory o velikosti 3, 3, 3, 3,
3, 3, 3, 3, 3, 4, 5. K přesněǰśımu určeńı bychom však potřebovali asi ozkoušet
data, samozřejmě se také budou data chovat jinak na Sibǐri a jinak v centru
Prahy.

Dále ještě něco o polárńıch souřadnićı, podle mě nemá jejich implementace
smysl. A to z toho d̊uvodu, že pokud chceme nějak vyjádřit úhel, tak pokud
máme už nějaké pole (třeba 5×5), tak abychom byli schopni popsat nějakou
souřadnici, tak potřebujeme zadat úhel a vzdálenost a abychom byli tyto
souřadnice schopni nějak rozumně určit, tak bude potřeba u oboj́ıho několik
desetinných mı́st (zálež́ı samozřejmě, na jednotce, ale dat bude mnoho).
Tud́ıž přesnost bude sńıžena a dat bude mnohem v́ıce, tud́ıž si mysĺım, že ani
neńı třeba se jimi nějak výrazněji zabývat. (nic se nedá vyloučit bez testováńı,
řekl bych, že ale asi nebude žádná reálná situace, kde by tyto souřadnice
nalezly u naše algoritmu smysl, jediné co mě napadá, že kdybychom chtěli
kreslit silnice a zaznamenávat nějaký úhel o který silnice zatáč́ı (vzdálenost
jednotlivých bod̊u by mohla být fixńı) i tak by ale podle mě docházelo k
ztrátě přesnosti a data by podle mě zab́ırala v́ıce).

K př́ıloze (http://ulozto.cz/x6iVCRQp/preview-22-00-04-04-xlsx):
Jsou zde 4 listy ”Zpracováńı”; ”Mapa”; ”Pořad́ı dat”a ”Test výpočtu”. Ve
”Zpracováńı”je několik testovaćıch souřadnic a ty jsou postupně předeny na
č́ısla a nakonec podle nastaveńı rozsekány na podsektory, celý proces je po-
drobněji popsaný tam. Dále je zde list ”Mapa”, který je pouze vizualizaćı
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mapy s děleńım 3, 3, 3, 5. Dále zde je list ”Pořad́ı dat”který ukazuje jak by
data z mapy šly ve zdrojovém souboru souřadnice postupně za sebou. Nako-
nec je zde list ”Test výpočtu”. Kde je 1000 náhodně vygenerovaných č́ısel,
které zařazujeme do sektor̊u, jedná se o malé zjednodušeńı, jelikož zde máme
pouze č́ısla od 0 do 2x (x si můžeme zvolit od 2 do 18) na pouze jedné ose,
celý problém je zde výrazně zjednodušen (pouze sektory, žádné podsektory
atd. . . a pouze 1 osa), ale můžeme si zde spoč́ıtat o kolik se lǐśı r̊uzné varianty
velikostně. Jedná se pouze o náhodně generovaná č́ısla (1000 č́ısel se náhodně
vygeneruje poté se odstrańı ta co se opakuj́ı).

Pár dodatk̊u na konec:

Jak máme na začátku sektor̊u vždy počet bod̊u, tak je otázka jak správně
vyhradit počet bit̊u, jelikož na určitém rozlǐseńı (když máme nejmenš́ı sek-
tory), tak zde třeba může být 65 536 možných bod̊u, ale reálně tu třeba může
být skutečných bod̊u 5 nebo 1023 a nebo 1025, to je potřeba rovněž otesto-
vat, je tedy možné, že by třeba mapa měla nějaký maximálńı počet bod̊u na
určitou plochu. Ale toto opět zálež́ı na datech a jak moc chceme riskovat.

Sektory maj́ı tu výhodu, že pokud se pohybujeme uprostřed nějakých
velkých sektor̊u, tak jsou data krásně lokálně dekomprimovatelná, pokud se
však pohybujeme na přechodech velkých sektor̊u (třeba pokud bychom měli
rozdělenou ČR na 2 sektory a my byli na oné hranici), tak 2 sousedńı body
by od sebe mohli být vzdáleny snad až statiśıce řádk̊u dat a je otázka jestli by
to v̊ubec zvládala pamět’ (snad by ano, ale. . . asi to nechceme. . . ), je otázka
jestli bychom nechtěli udělat něco takového, že některé body by se tu třeba
vyskytovaly i v́ıckrát a sektory se překrývaly, ale toto opět zálež́ı na naš́ıch
preferenćıch, hardwaru a implementaci.
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4.3 M&M XXII. ročńık; 4. téma; 3. př́ıspěvek

•
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Tento článek je sṕı̌se pouze dokumentaćı k mému posledńımu výtvoru.

Př́ıloha ke stáhnut́ı:
http://ulozto.cz/xYv6xADP/preview2-22-00-04-18-xlsx

Nejprve ale ještě pár teoretických aspekt̊u, které mě napadly. Nejprve k
polárńım souřadnićım: napadl mě př́ıpad, kdy by se možná hodily a to v
př́ıpadě, kdybychom měli nějaké město složené pouze ze čtverc̊u a obdélńık̊u
(čtvrtě by měly tento tvar), poté by 0 znamenala vpřed, 1 doprava, 11 otočit
zpět a 111 doleva. Toto je ale v reálném světě nereálné.

Dále jsem měl ještě drobný nápad ohledně posledńı zmı́nky o komprimaci
dat a to, že v hlavičce sektor̊u nebudeme udávat počet bod̊u v sektoru, ale
počet podsektor̊u a v hlavičkách podsektor̊u počet podpodsektor̊u – mysĺım
si neńı potřeba toto nějak zvláště komentovat, prostě bude akorát potřeba
uložit menš́ı č́ıslo a tud́ıž to zabere méně bit̊u.

Nakonec jsem ještě přemýšlel o tom jestli by sektory měly být čtvercové a
mysĺım si, že v reálném světě pravděpodobně ano. Př́ıpad, kde by to neplatilo
si můžeme představit jako silnici vedoućı př́ımo po rovnoběžce, poté budeme
cht́ıt všechny y-ové souřadnice ořezat na 1 bit, zat́ımco x-ová souřadnice bude
komplikovaněǰśı.

A ted’ již k př́ıloze: Je zde možnost kódovat x-ovou souřadnici do sektor̊u,
podsektor̊u a podpodsektor̊u (3 úrovně), můžeme volit jednotlivé velikosti
mezi nimi. Když jedeme postupně ovládaćım panelem, zleva doprava, tak
nejprve je zde kolik bit̊u potřebujeme na zakódováńı (minimálńı počet (může
zvolit i v́ıce, ale je to zbytečné)). Poté tu máme celkový součet rozděleńı bit̊u
(k rozdělováńı se dostaneme za moment). Dále je zde oř́ıznut́ı – když jsem
dělal pokusy, tak jsem zjistil, že pokud kódujeme celá data, tak se nikam v
našem pr̊uzkumu neposouváme, jelikož se vždy shrnuli do jednoho sektoru a
přibližně 10 podsektor̊u a reálně jsme nic nového nezjistili. Proto jsem se roz-
hodl, že je oř́ıznu a to tak, že najdu nejmenš́ı x-ovou souřadnici a odečtu ji od
zbylých. Komprimujeme tedy jakoby výřez z mapy. Komprimováńı nastává
pokud je v př́ıslušném poli 1, když je zde něco jiného tak ne.

Dále zde máme distribuci jednotlivých bit̊u jednotlivým sektor̊um. Zde
voĺıme velikost sektor̊u.
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Poté zde už jsou jen výstupy. Vše to jsou jen výstupy vytažené z tabulky.

Občas je potřeba najet na koncovou buňku výpočtu (třeba u výstupu na

”
nová 2“) rozkliknout a dát Enter, jelikož občas si Excel zapomene přepoč́ıtat

hodnoty.

Celé je to ve zkratce poč́ıtáno tak, že nejprve jsou vypoč́ıtány hodnoty
sektor̊u, podsektor̊u a podpodsektor̊u, poté jsou jednotlivé části r̊uzně tisk-
nuty vedle sebe a dohledávány jedna po druhé. Z technických d̊uvod̊u je zde
omezeńı, že maximálńı velikost sektoru a podsektoru je 9 bit̊u, šlo by to
udělat i na v́ıce, ale zdvojnásobeńı velikosti 2× by prodloužilo čas výpočtu s
druhou mocninou, tud́ıž jsem zvolil kompromis. Pokud budeme zkoušet veli-
kosti poĺı racionálně, tak stejně nebudeme potřebovat v́ıce.

Dále už jen prob́ıhá výpočet z dostupných dat, vše je v tabulce popsáno
a proto nemá smysl to zde zdlouhavě rozeb́ırat.
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5 M&M XXII. ročńık 5. téma

5.1 M&M XXII. ročńık; 5. téma; 1. př́ıspěvek

Téma 5: Rozpustilá rozpustnost

Věťsina z nás si nedokáže představit ráno bez svého obĺıbeného teplého
nápoje. Někteř́ı si ještě chtěj́ı osladit život, a tak přidaj́ı pár ľziček cukru.
Kolik cukru (sacharózy) však m̊užeme přidat do našeho ranńıho šálku teplé
tekutiny, aby se ještě rozpustil? A jaká bude hraničńı hodnota pro med?
Bude se lǐsit rozpustnost sladidla pro čaj, kakao a kávu? Jak se změńı ma-
ximálńı možné množstv́ı rozpouštěné látky po vychladnut́ı nápoje na pokojo-
vou teplotu? Proč se Granko (př́ıpadně jiné instantńı kakaové nápoje) roz-
poušt́ı dobře i ve studeném mléce na rozd́ıl od kakaa? Lze rozpustit gumového
medv́ıdka?

Jak jǐz bylo naznačeno v úvodu, budeme se zabývat rozpustnost́ı r̊uzných
látek v r̊uzných rozpouštědlech za r̊uzných podmı́nek. Hlavńım ćılem bude ex-
perimentálně určit rozpustnosti dostupných látek ve vhodném rozpouštědle a
jejich závislosti na zvolených parametrech (teplota, tvrdost vody a daľśı). Ne-
muśıte se však omezovat pouze na pevné látky (jako např. cukr, s̊ul, soda, ...)
a vodu, m̊užete vyzkoušet i jiná rozpouštědla (nasycený roztok NaCl ve vodě,
olej, atd.), popř́ıpadě zkusit mı́sit i dvě r̊uzné kapaliny. M̊užete se zabývat
také změnami vlastnost́ı nasycených roztok̊u oproti samotnému rozpouštědlu
(např. změna hustoty nebo viskozity). Na problémy lze nahĺı̌zet i z teoretického
hlediska. M̊užete tak zkusit odhalit př́ıčiny chováńı roztok̊u v závislosti na vy-
braném parametru, d̊uvod věťśı rozpustnosti cukru ve vodě než soli v témže
rozpouštědle, či diskutovat (ne)existenci hraničńıch teplot, při nichž se jǐz
rozpustnost dané látky v daném rozpouštědle nebude měnit. Při svém bádáńı
se m̊užete inspirovat také otázkami v úvodu.

Popis postupu při experimentu a dosažené výsledky nezapomeňte doplnit
odhadem chyby měřeńı a porovnat s tabelovanými hodnotami (podař́ı-li se
vám je dohledat). Hodně zábavy nejen při experimentováńı!
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6 M&M XXII. ročńık 1. série

6.1 M&M XXII. ročńık; 1. série; 1. úloha

Jakou nejdeľśı dobu v kuse m̊uže družice na kruhové rovńıkové dráze s výškou
500 km sledovat jedno konkrétńı mı́sto na zemském povrchu?
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Nejprve si zde vyṕı̌seme všechny údaje a vztahy, co budeme později
potřebovat:
rz

.
= 6 378 000 m

h = 500 000 m
rd

.
= 6 878 000 m

mz
.
= 5, 97 · 1024kg

κ
.
= 6, 67 · 10−11 m3 · kg−1 · s−2

Fg = Fo (Gravitačńı śıla se rovná odstředivé.)
ag = ao (Gravitačńı zrychleńı se rovná odstředivému.)
Fg = κm1m2

r2

Fo = Fd = m · ad = mv2

r
= mω2r

ag = κM
R2

ao = ad = v2

r

ω = v
r

tz
.
= 23 hodin 56 minut 4 sekundy = 86 164 s (Čas, za jaký se země otoč́ı

kolem osy o 360◦)

Je několik zp̊usob̊u jak tuto úlohu vypoč́ıtat (můžeme vycházet z v́ıce vztah̊u)

Fg = Fo
κmzmd

r2
d

= mdω
2r

κmz = ω2r3

ω =
√

κmz
r3

ω ≈ 1, 106 · 10−3 rad · s−1

Takto jsme spoč́ıtali úhlovou rychlost s jakou se pohybuje družice okolo
zemského jádra.

t = 2π
ω

t = 2π
1,106·10−3

t ≈ 5 679 s ≈ 1 h 34, 7 min
Vypočetli jsme dobu oběhu.
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A nebo:
ag = ao = ad
κmz
r2
d

= v2

r

κmz = v2r
v =

√
κmz
r

v ≈ 7 614 m · s−1

Takto jsme spoč́ıtali rychlost družice.

t = 2πr
v

t = 2π·6 878 000
8 231

t ≈ 5 676 s ≈ 1 h 34, 6 min
Časy se takřka schoduj́ı, nepřesnost je zp̊usobena sṕı̌se přesnost́ı hodnot se
kterými poč́ıtáme v zadáńı. K tomuto výsledku bychom se mohli dostat i
pomoćı daľśıch vztah̊u, ale nebudeme si je tady všechny ukazovat.

Země se otáč́ı s úhlovou rychlost́ı:
ωz = 2π

t

ωz = 2π
86 164

ωz ≈ 7, 292 · 10−5 rad · s−1

Nyńı muśıme vymyslet, jak bude družice létat. Po zamyšleńı zjist́ıme to,
že bude záviset na zeměpisné š́ı̌rce, např́ıklad, když bude mı́sto které bude
družce sledovat na pólu, tak bude nejvýhodněǰśı, když bude družice létat
př́ımo přes pól. V př́ıpadě, když však bude mı́sto pozorováńı na rovńıku,
bude nejvýhodněǰśı, když bude družice létat př́ımo nad rovńıkem po směru
rotace Země (úhlové rotace se budou odč́ıtat). Takto zjist́ıme výsledky úlohy
v krajńıch bodech.

Dále budeme použ́ıvat dř́ıve vypočtenou hodnotu:
ω ≈ 1, 106 · 10−3 rad · s−1

V př́ıpadě, že bude mı́sto pozorováńı na pólu, neexistuje zp̊usob jak bychom
mohli poslat družici tak, aby to rotace Země ovlivnila. Bude tedy platit:
ωpol = 1, 106 · 10−3 rad · s−1
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Nyńı muśıme vypoč́ıtat jaký úhel družice uraźı (vzhledem k zemskému
jádru) během svého oběhu. Tento úhel bude neměnný v závislosti na zeměpisné
š́ı̌rce. Úhel α spoč́ıtáme pomoćı náčrtku (obrázek 3). Jak vid́ıme jedná se
pouze o Pythagorovu větu a použit́ı funkce sinus (nebo pouze cosinus):
cosα = 6 378

6 878

Obrázek 3: Náčrtek úhlu

α ≈ 0, 384 rad
Nás však zaj́ımá sṕı̌se úhel 2α ≈ 0,767 rad.

Jak už v́ıme, úhlová rychlost družice je: ωpol = 1, 106 · 10−3 rad · s−1 Čas po
který družice uvid́ı objekt je:
t = 2α

ωpol

t = 0,767
1,106·10−3

t = 694 s = 11 min 34 s
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To bude čas na pólu. Na rovńıku se úhlová rychlost země odečte od družice
(družice polet́ı ve směru rotace Země).
ωrovnik = ω − ωz
ωrovnik = 1, 106 · 10−3 − 7, 292 · 10−5

ωrovnik = 1, 033 rad · s−1

A nyńı stejně čas:
t = 2α

ωrovnik

t = 0,767
1,033·10−3

Maximálńı čas se bude v závislosti na zeměpisné š́ı̌rce pohybovat mezi 694 s
a 743 s.

Když budeme stát na n-té rovnoběžce, naše úhlová rotace se bude měnit v
závislosti na vzdálenosti od rovńıku, č́ım budeme dále, t́ım bude naše úhlová
rychlost menš́ı (ve skutečnosti jde předevš́ım o vzdálenost od osy otáčeńı) A
jelikož je naše země koule, bude platit, že úhlová rotace na n-té rovnoběžce
bude: ωz · cosn. Tuto úhlovou rychlost budeme od družice odč́ıtat (družice
se bude pohybovat vždy ve směru rotace Země (v bodě přeletu) a polet́ı
rovnoběžně s rovńıkem (pouze však v bodě přeletu mı́sta). Výsledný postup
pro výpočet délky přeletu je:
ωrovnobezka = ω − ωz · cosn
ωrovnobezka = 1, 106 · 10−3 − 7, 292 · 10−5 · cosx
t = 2α

ωrovnobezka
= 0,767

1,106·10−3−7,292·10−5·cosx

Všimněte si, že: cos 0◦ = 1 a cos 90◦ = 0. Hodnoty pro rovńık a pól tedy
logicky vyjdou stejně. Náš hledaný vzorec pro výpočet délky sledováńı je:

t =
2α

ωrovnobezka
=

0, 767

1, 106 · 10−3 − 7, 292 · 10−5 · cosx
(10)
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6.2 M&M XXII. ročńık; 1. série; 2. úloha

Lǐsák Riki se pustil do zahradničeńı. Má záhonek a pěstuje tři druhy zeleniny:
artyčoky, brambory a celer. Na jejich pěstováńı se ale vztahuj́ı určitá pravidla:

1. V záhonku nesmı́ být dva artyčoky hned vedle sebe.

2. Brambor nem̊uže r̊ust mezi dvěma stejnými rostlinami.

3. Celer nevyroste, pokud má za jednoho souseda artyčok a za druhého
brambor.

Určete, kolika r̊uznými zp̊usoby m̊uže Riki naplnit sv̊uj záhonek, pokud se
mu do něj vejde právě jedna řada s dvaceti rostlinami.
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Na začátek si artyčok označ́ım jako A; brambor jako B a celer jako C.
Následovně udělám to, že si zavedu ”uspořádanou dvojici”(dále jako UD;
kdykoliv se v textu vyskytne pouze ”dvojce”je t́ım taktéž myšlena UD).
Uspořádaná dvojice AB je dvojice, která obsahuje A a B v tomto pořad́ı.
Ostatńı UD jsou utvořeny obdobně. Rostliny si mohu takto dát do dvojic,
jelikož, všechny rostliny se ve svých pravidlech pro r̊ust zmiňuj́ı pouze o
sousedńıch rostlinách. Celou úlohu si tak můžeme změnit na to, že se nacháźı
10 UD vedle sebe. Nyńı potřebuji přij́ıt na to, jaké dvojice se vedle sebe
mohou nacházet. Dvojic může být 32 = 9. A to: AA; AB; AC; BA; BB; BC;
CA; CB; CC. Až na to, že v záhonku nesmı́ r̊ust 2 A vedle sebe; vypadává
nám tedy US AA. A nyńı zjist́ıme, za jakou dvojićı může následovat jako
dvojice. Vezměme si např́ıklad dvojice AB a AC; B nemůže r̊ust mezi 2
stejnými rostlinami a A nesmı́ r̊ust vedle A. V tomto př́ıpadě B roste mezi 2
stejnými rostlinami (A a A) a proto se tyto dvojice nemohou nacházet vedle
sebe. Takto vyzkouš́ıme všechny možné dvojce a zjist́ıme jestli se mohou
nacházet vedle sebe.

O
IN

AB AC BA BB BC CA CB CC

OUT

AB 1 1 1 1
AC 1 1 1 1
BA 1 1 1 1
BB 1 1 1 1
BC 1 1 1 1
CA 1 1 1 1 1
CB 1 1 1 1 1
CC 1 1 1 1 1 1 1

Tabulka 9: INput, OUTput

Tabulka 9 nám ukazuje jaké dvojice mohou být následované jakými. Nej-
prve máme na 2. řádku výčet všech dvojic. To jsou v našem př́ıpadě ty 1.
dvojice. V 2. sloupci je opět seznam všech dvojic, to jsou v našem př́ıpadě ty
dvojice které následuj́ı. Pokud se v buňce nacháźı 1 znamená to, že dvojice
se vedle sebe (v pořad́ı IN dvojce a OUT dvojice) mohou nacházet.

Nyńı si dáme př́ıklad, že jsme došli k závěru, že v nějakém stádiu může
být 20 zp̊usob jak dostat AB. Jak spoč́ıtáme daľśı stupeň? Vı́me, že dvojice
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AB může následovat pouze po dvojićıch AC;BB;CB a CC. Pod́ıváme se
tedy do př́ıslušných buněk a zjist́ıme, že v těchto buňkách jsou hodnoty 20;
20; 23 a 32. Tyto hodnoty sečteme a dostaneme 95. Mohla by vyvstat otázka:
Proč? Jelikož tuto dvojici můžeme dostat pouze z předchoźı čtveřice dvojic.
Pak je nějaký počet možnost́ı jak můžeme nějakou z dvojic mám na mysli
(AC;BB;CB a CC) dostat, součtem všech těchto možnost́ı se dostaneme k
počtu možnost́ı dostáńı daľśı dvojice (v tomto př́ıpadě AB). Proto se nám
objevuje tabulka 10.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
AB 1 4 20 95 453 2 158 10 276 48 952 233 165 1 110 637
AC 1 4 20 95 453 2 158 10 276 48 952 233 165 1 110 637
BA 1 4 20 93 446 2 122 10 110 48 154 229 369 1 092 550
BB 1 4 20 94 448 2 133 10 162 48 405 230 563 1 098 232
BC 1 4 18 87 412 1 967 9 364 44 609 212 476 1 012 086
CA 1 5 24 114 543 2 586 12 320 58 681 279 515 1 331 397
CB 1 5 23 110 525 2 498 11 903 56 689 270 037 1 286 241
CC 1 7 32 154 732 3 487 16 611 79 119 376 872 1 795 125

Tabulka 10: Počet zp̊usob̊u

Na začátek můžeme zač́ıt libovolnou dvojićı; proto je ve sloupečku 2 všude
”1”. Pak už postupujeme podle výše zmı́něného postupu. Nakonec sečteme
všechny hodnoty v sloupci 20 a dostaneme se k výsledku:

CC20∑
AB20

= 9 836 905 (11)

Existuje tedy 9 836 905 možnost́ı jak si Lǐsák Riki může naplnit sv̊uj
záhonek o 20 mı́stech, aby mu vždy vše rostlo.

Když si ještě nakonec uděláme drobnou kontrolu, tak kdyby neexistovaly
žádná pravidla měli bychom 910 = 3 486 784 401 možnost́ı. Tud́ıž, když se
na to odhadem pod́ıváme, tak zjist́ıme, že jsme se pravděpodobně alespoň
řádově trefili.
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6.3 M&M XXII. ročńık; 1. série; 3. úloha

Tomáš má baĺıček 52 karet (s třinácti r̊uznými symboly ve čtyřech barvách).
Karty lež́ı na stole ĺıcem dol̊u a Tomáš vždy zvedne jednu kartu a odlož́ı ji
pryč, dokud nedojde baĺıček. Před odebráńım karty ale ještě hádá, jakou má
barvu. Dělá to chytře – vždy si tipne barvu, která se vyskytuje nejčastěji ve
zbytku baĺıčku (pokud je jich v́ıc, vybere si mezi nimi podle libosti). Dokažte,
že se Tomáš tref́ı alespoň třináctkrát.
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Je to velmi prosté:

• Začneme s t́ım, že si hru nejprve rozděĺıme do 13 ”úrovńı”.

• Do 13 proto, jelikož je vždy (52/4 = 13) 13 karet stejné barvy.

• Aktuálńı úroveň je rovna nejvyšš́ımu počtu karet jednoho druhu v
baĺıku.

• Neńı možné opustit úroveň a netrefit se.

• V př́ıpadě, že se nacháźım v n-té úrovni a mám na výběr z x karet,
mohu si vybrat kterou kartu budu tipovat. I kdybych se netrefil ted’,
tref́ım se až x = 1.

• Závěrem tedy je, že se vždy tref́ım alespoň 13×.

• Je však velmi pravděpodobné, že se tref́ım dokonce v́ıckrát, jelikož mi-
nimálně 3× budu mı́t na výběr mezi v́ıce možnostmi, který druh karet
si vybrat.
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6.4 M&M XXII. ročńık; 1. série; 4. úloha

Strážce zajal oba cestovatele a rozhodl se jim zadat úkol. Pust́ı je pouze v
př́ıpadě, že se jim podař́ı úkol splnit. Nejdř́ıve strážce pozve prvńıho cestova-
tele do mı́stnosti, kde před ńım na klasické šachovnici (8 × 8 poĺı) rozlož́ı
mince tak, aby na každém poĺıčku byla právě jedna. Některé umı́st́ı nahoru
rubem a některé ĺıcem (jinak jsou mince zcela totožné). Poté strážce cestova-
teli prozrad́ı jedno pole, ř́ıkejme mu únikové. Následně muśı prvńı cestovatel
otočit jednu libovolnou minci. Pak strážce prvńıho cestovatele odvede a pozve
druhého. Jeho úkolem je na základě rozložeńı minćı na šachovnici poznat,
které pole je únikové. Pokud uspěje, jsou oba cestovatelé volńı. Před plněńım
úkolu si mohou cestovatelé domluvit strategii. Strážce ale jejich rozhovor od-
poslechne a zvoĺı rozložeńı minćı i únikového pole tak, aby pokud možno ne-
uspěli. Existuje pro cestovatele strategie, aby je strážce vždy pustil? Pokud
ano, jaká?
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Dle mého názoru se Petr s Tomášem nemaj́ı šanci dostat ven. Vymys-
lel jsem několik strategii a žádná nevede k bezpečnému úniku, nakonec se
pokuśım vysvětit proč si mysĺım, že to nejde.

Všechny možnosti

Na začátek mě napadla asi ta nejv́ıce sado-maso metoda. A to, že se domluv́ı
na všech možných kombinaćıch. Těch by bylo 264, což neńı zrovna málo, ale
budiž. . . a pak otoč́ı tu minci, pod kterou je únikové pole, problém je, že když
se nad t́ım zamysĺıte, existuje 64 zp̊usob̊u jak dosáhnout naprosto identického
(konečného) rozložeńı minćı.

Prázdná plocha

Kdyby strážce otočil všechny mince jednou stranou někam, prvńı cestovatel
by jen otočil minci pod únikovým polem. Problémy tu jsou hned 2: strážce to
neudělá, strážce může otočit 2, 3 mince a dát někam únikové pole. Cestovatel
může zvýraznit/nechat zvýrazněné únikové pole, ale stejně nechá 2. cestova-
teli na výběr a stejně se nedostanou ven (ne se 100% pravděpodobnost́ı).

Binárńı metoda

Tato meto má lecos podobného s ukládáńım dat na poč́ıtači. Představme si,
že to jak je mince otočná nám dává bud’to 0 nebo 1. Tady je několik zp̊usob̊u
co mě napadlo, prvńı je, že by se č́ısla na šachovnici oč́ıslovaly, únikové pole
bude někde schované (pro ukázku řekněme 38). Prvńıch 6 poĺı 1. řádku by pak
kódovalo pozici. 38 zakódujeme jako 0 1 1 0 0 1. Problém je, že mi můžeme
”opravit”pouze 1 hodnotu, ne 6. Strážce může dát klidně 38 a oněch 6 minćı
dá v poloze 0 0 0 0 0 0. Nemuśıme se tedy domluvit na prvńıch šesti poĺıch
prvńıho řádku, ale jakých, tak jako tak oněch 6 poĺı kat uslyš́ı a dá je tak, aby
se změnou jedné mince nedalo dosáhnout hodnoty, co cestovatelé potřebuj́ı.
Nebo by mince mohly např́ıklad odkazovat na nějaké části pole, které by
něco kódovaly, ale co a jak? Tak jako tak to kat uslyš́ı mince uspořádá tak
aby se změnou jedné mince nedalo odkázat na tu konkrétńı.
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Závěr

Podle mého názoru je to posledńı metoda, která dokazuje, že úloha je neře-
šitelná, jelikož každá mince nám může dát maximálně informaci 0 nebo 1.
A k tomu abychom podle mě zjistili únikové pole je potřeba takových infor-
maćı minimálně 6. Nebo můžeme ř́ıci, že k zakódováńı informace o pozici
únokového pole potřebujeme 6 bit̊u, my však máme pouze 1 bit. Cestovatelé
jsou tud́ıž v pasti!

Asi nejlepš́ı co mohou udělat je, když se domluv́ı, že prvńı pole bude
určovat v které polovině se pole nacháźı a jejich šance se zvýš́ı z 1

264 na 1
232 .

(To kat nemůže nijak sabotovat)
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7 M&M XXII. ročńık 2. série

7.1 M&M XXII. ročńık; 2. série; 1. úloha

Existuje funkce, o které v́ı̌s, že na uzavřeném intervalu 〈0, 1〉 reálných č́ısel
splňuje následuj́ıćı:
1. je všude definována
2. jej́ım oborem hodnot je podmnožina reálných č́ısel
3. má právě jedno lokálńı minimum19

4. nikde neńı konstantńı
Tv̊uj úkol je jednoduchý: najdi takový interval 〈a, b〉, který toto minimum
obsahuje, a přitom b - a ≤ 1/1 000 000. Bohužel nev́ı̌s, jak je funkce de-
finována. Naštěst́ı ale máš kouzelnou krabičku, které m̊užeš zadat libovolné
reálné č́ıslo a ona ti s naprostou přesnost́ı prozrad́ı funkčńı hodnotu v tomto
bodě. Chvilku j́ı to ale trvá, takže úkol chceš splnit na co nejméně použit́ı
krabičky. Za obzvláště efektivńı řešeńı budou bonusové body.

19Existuje tedy nějaké x0 (ono minimum), pro které plat́ı, že na celém intervalu 〈x0, x0〉
je funkce klesaj́ıćı a na celém intervalu 〈0, 1〉 je zase rostoućı.
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Pro lepš́ı ukázku si nakresleme nějakou náhodnou funkci, která bude
splňovat zadáńı:

Obrázek 4: Náčrtek náhodné funkce

Nejprve mě napadlo, že si úlohu mı́rně uprav́ım a budu řešit derivaci
funkce. Derivace předešlé funkce by vypadala přibližně takto:

Obrázek 5: Derivace náhodné funkce

Jak vid́ıme tak derivace je před hledaným bodem neustále záporná a poté
neustále kladná. Hledáme tedy tud́ıž bod, kdy graf derivace osy přejde přes
nulu. (Je jen jedno minimum (Funkce nikde neńı neńı konstantńı, tud́ıž de-
rivace je rovna 0 skutečně pouze v 1 bodě.))

Začal bych tedy t́ım, že vyberu bod ve středu a tam urč́ım jeho deri-
vaci, t́ım rozhodnu na které polovině je minimum (to zabere 2 tahy, jelikož
potřebuji znát 2 hodnoty s t́ım, že lim

∆x→0 (Zat́ım předpokládáme, že ∆x se
nemůže trefit do minima)). Dále, mohu j́ıt na ”jistotu”a vždy spoč́ıtat deri-
vaci v polovině intervalu, určit v které polovině zvoleného intervalu se č́ıslo
nacháźı a postupně sńıžit interval na 1

1 000 000
. To by nám zabralo 40 pokus̊u,
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jelikož 1
220 = 1

1 048 576
a ke každé derivaci potřebujeme 2 pokusy. Derivace má

tu výhodu, že jednoznačně určujeme na které polovině se minimum nacháźı.
Tud́ıž počet pokus̊u bude vždy stejný (40). Kdybychom se náhodou trefili do
maxima mohli bychom dostat hodnotu derivace bud’ 0, v ten moment máme
jistotu, že jsme našli vrchol. Nebo bychom postupně zmenšovali interval na
kterém se minimum nacháźı, ale pokud by se náš úsek odkud bereme de-
rivaci bĺıžil 0 a náhodou by se stalo, že vrchol by byl na tomto intervalu,
tak nám to stejně nevad́ı. Jelikož v́ıme, že minimum je na intervalu dlouhém

1
1 048 576

+ 2 ·∆ x, což je stále méně než 1
1 000 000

. Počet nutných pokus̊u je tedy
fixně 40.

Na začátek vždy chceme dělit interval na polovinu. Řekněme, že ted’ ne-
chceme derivace. Začneme s t́ım, že zvoĺıme bod v polovině a zjist́ıme jeho
funkčńı hodnotu. Poté si vybereme hodnotu 0,25 nebo 0,75. Řekněme, že
tedy chceme znát hodnotu v 0,25 Pokud by č́ıslo zde bylo menš́ı znamená to,
že minimum se nacháźı v polovině (0; 0,5)20. Pokud by ale byla větš́ı znamená
to problém, v tom př́ıpadě můžeme pouze vyloučit interval (0; 0,25>.

Když p̊ujdeme dále: Pokud bychom se neustále trefovali, zmenšovali bychom
interval neustále na polovinu a k ćıli bychom se dostali za 21 tah̊u (s 1. tahem
interval nezmenšujeme). To je však hodně nepravděpodobné.

Vrat’me se ale k variantě, kdy jsme neuspěli: Zeptali jsme se na hodnoty
0,5 a 0,25 a v́ıme, že hodnota v 0,25 je větš́ı než na 0,5. Můžeme tedy zkusit
hodnotu 0,75. Pokud zde bude hodnota menš́ı hodnota v 0,5 minimum bude
na (0,5; 1). Pokud bude hodnota větš́ı, bude minimum na intervalu (0,25;
0,75).

Možná jste si všimli, že jsme zde nezmı́nili př́ıpad, kdy by se hodnoty
rovnaly, to znamená, že minimum se nacháźı mezi nimi. To, že se nám toto
povede je však u náhodné funkce velmi nepravděpodobné, tud́ıž se na tuto
možnost nemůžeme spoléhat a tuž́ı̌s s ńı ani nijak efektivně poč́ıtat.

Potřebujeme tedy vždy 1 tah na začátek a když se nám tedy nedař́ı tak
daľśı 2, abychom zredukovali interval na polovinu, tud́ıž celkem 41 tah̊u. Z

20To že minimum neńı v 0 ani 1 vyplývá z toho že funkce je na 0 až x0 klesaj́ıćı a na x0

až 1 rostoućı; x 6= x0
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toho tedy vyplývá, že pokud potřebujeme interval zmenšit na polovinu 20×
je rozumné ř́ıci, že reálně budeme mı́t 10× štěst́ı a 10× smůlu tud́ıž budeme
potřebovat: 1 + 10 · 1 + 10 · 2 = 31 tah̊u. Nyńı bychom mohli r̊uzně poč́ıtat
pravděpodobnosti, ale když se na to pod́ıváme porovnávaćı metodou, tak
derivacemi to je 40 tah̊u. Tud́ıž můžeme ř́ıci, že tato metoda je efektivněǰśı.
Jinak by se též dalo ř́ıci, že v této metodě si vyb́ıráme nějakou polovinu in-
tervalu a pak doufáme, že potvrd́ıme, že minimum se nacháźı právě zde.

A nakonec je zde taková metoda, do které bych se ale moc nepouštěl.
Spoč́ıvá v tom, že když budeme mı́t pocit, že dokážeme odhadnout nějaký
interval, ve kterém se funkce nacháźı. Pak zjist́ıme hodnotu v krajńıch bo-
dech intervalu x1 a x3. Poté hodnotu ve středu x2. Našim ćılem je aby:
x1 ≥ x2 ≤ x1, reálně ale hroźı: x1 < x2 < x3 nebo x1 > x2 > x3.
Prvńı př́ıpad by znamenal, že minimum na intervalu je, druhý a třet́ı, že
neńı. Tento postup by v př́ıpadě úspěchu mohl pár tah̊u ušetřit nebo naopak
potřebnou dobu na uhádnut́ı prodloužit.

Dále jsem také přemýšlel nad děleńım intervalu na polovinu, v úvahu
připadá ještě tak děleńı intervalu na třetiny. Problém však je, že potřebujeme
2 tahy na to, abychom vyřadili pouze třetinu a poté budeme tlačeni k metodě
polovin. Tud́ıž ji můžeme použ́ıt pouze 1×. A nav́ıc pokud bychom jednou
provedli metodu ”třetin”a poté 19× metodu polovin, minimum by jsme znali
na 2

3
· 1

219 = 1
786 432

, což neńı dostatečná přesnost. Tud́ıž bychom potřebovali
2
3
· 1
220 = 1

786 432
, což však ale znamená, že prvńı tah by byl zcela zbytečný (tud́ıž

nad touto metodou by se dalo uvažovat v př́ıpadě, kdybychom potřebovali
jinou přesnost).

Dále jsem ještě přemýšlel nad daľśım riskováńım, ale vzhledem k tomu,
jak může být funkce nevyzpytatelná jsem došel k závěru, že riskováńı se
nakonec vyplat́ı pouze vyj́ımečně nevyplat́ı.
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7.2 M&M XXII. ročńık; 2. série; 2. úloha

Dvě kružnice k, l se prot́ınaj́ı v bodech M a N. Necht’ ABCD je obdélńık,
přičemž vrcholy A a C lež́ı na k, vrcholy B a D lež́ı na l. Dokaž, že pr̊useč́ık
úhlopř́ıček obdélńıka ABCD lež́ı na úsečce MN.
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Obrázek 6: Vizualizace

Hledaná vlastnost podle mě vyplývá z jednoho ze zp̊usob̊u jak daný
obdélńık narýsovat:

To, kde muśı ležet A, tak ještě, aby vznikl nějaký obdélńık vyplyne
později, nejprve si ale zvolme tak, aby se nacházel na části oblouku kružnice
k mezi body M a N , bĺıže L.

Z předpokladu (předpokládáme, že zadáńı je pravda) v́ıme, že by mělo
platit | AS1 |=| C1S1 | ∧S1 ∈ MN (Použ́ıvám označeńı pro body stejné jako
v obrázku 1). To proto, že AC je úhlopř́ıčka S1 je střed úhlopř́ıčky a S1 lež́ı
na MN . Jak vid́ıme, tak d́ıky tomu, že C lež́ı na k, tak AC tvoř́ı tětivu k a
v bodě S1 bude nejen střed AC, ale kolmice z tohoto bodu bude procházet
středem.

Abychom narýsovali tento bod, uděláme si spojnici bodu K (střed kru-
žnice k) a bodu A. Najdeme střed úsečky a narýsujeme thaletovu kružnici
nad úsečkou KA.

Tam, kde se protne thaletova kružnice s úsečkou MN vzniká bod S1 a jak
vid́ıme na obrázku, vzniká i bod S2. Poté už můžeme snadno naj́ıt i bod C.
Všechny tyto útvary, které byly výše zmı́něny jsou na obrázku zelenou bar-
vou.
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Z toho, že AB1C1D1 je obdélńık vyplývá, že mu muśı j́ıt opsat kružnice
se středem S1. Nuže narýsujeme kružnici s daným středem a poloměrem. A
potom, tam kde se prot́ıná s kružnićı l vznikaj́ı pr̊useč́ıky B1 a D1. Vznikne
tak úsečka B1D1, jej́ıž střed lež́ı v S1.

Rovněž nám také vznikl obdélńık AB2C2D2.

Také plat́ı, že úhlopř́ıčky AC a BD maj́ı stejnou délku (z vlastnost́ı
obdélńıku). A zároveň jsou obě úhlopř́ıčky tětivami kružnic. Tud́ıž obě tětivy
jsou stejně dlouhé. A zároveň MN je také tětivou obou kružnic zároveň a
má logicky pro obě kružnice stejnou délku (jedná se stále o jednu a tu samou
úsečku). Tud́ıž, pokud pokud budeme pohybovat s S1 po MN , mělo by stále
platit, že | AC |=| BD | a také | AS |=| BS |=| CS |=| DS |. To dokazuje,
že nám vznikne, čtverec ABCD, z toho vyplývá, že střed S čtverce ABCD
lež́ı na úsečce MN .

Interaktivńı verzi obrázku 1 můžete odzkoušet na:
https://tube.geogebra.org/m/uEiJA7fh
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7.3 M&M XXII. ročńık; 2. série; 3. úloha

Potřebujete si rychle uvařit j́ıdlo. Nemáte tlakový hrnec, pouze jednoduchý s
pokličkou. Jaké maximálńı teploty v něm m̊užete dosáhnout, když mezi hrnec
a pokličku dáte těsněńı a na pokličku si sednete? Jak těžká (nebo zat́ı̌zená)
by musela být poklička, abyste v hrnci dosáhli stejné teploty jako v papiňáku?
Sami odhadněte potřebné č́ıselné parametry
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Je jasné, že Ft = Fg neboli, že śıla jakou p̊usob́ı vzduch uvnitř hrnce
na pokličku je stejná jako sila, kterou p̊usob́ı sed́ıćı člověk na pokličku. Fg
můžeme spoč́ıtat jako m · g. A nyńı muśıme spoč́ıtat jakým tlakem bude
poklička p̊usobit na vzduch v hrnci (jaký tlak bude potřeba k tomu, aby
poklička odlétla) tuto śılu spoč́ıtáme jako pg = F

S
+ 1 at. Neboli śıla dělená

plochou pokličky + tlak jedné atmosféry od okolńıho vzduchu.

Nyńı muśıme spoč́ıtat Ft (śıla která p̊usob́ı zevnitř hrnce). Vı́me, že
F = pS a dále pro nás bude kĺıčový vzoreček:

p1V1

T1
= p2V2

T2
.

V našem př́ıpadě v́ıme, že objem bude z̊ustávat stejný (dokud poklička
neodlet́ı s člověkem) nadále v́ıme:

p1 = pat = 1 at
p2 = pg

Kde pg už máme definovanou výše jako tlak, kterým p̊usob́ıme.

A T1 bude pokojová teplota.

Nyńı si vyjádř́ıme T2:

T2 = p2V2T1

p1V1

V1 = V2

T2 = p2T1

p1
=

(pat + mg
S

)T1

pat
=

patT1 +
T1mg

S

pat
= T1 + T1mg

patS

pat = 101 325 Pa,m = 70 kg; g = 9, 81 m · s−2;
S = πr2 ≈ 0, 03 m2 (r ≈ 10 cm); t1 = 20◦C; T1 = 293, 15 K

Pokličku můžeme započ́ıtat do hmotnosti člověka (tato hodnota má ta-
kovou chybu, že zde můžeme zahrnout pokličku)
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T2 = T1 + T1mg
patS

= 293, 15 + 293,15·70·9,81
101 325·0,03

≈ 229, 3 K ≈ 86, 2◦C

Tud́ıž vid́ıme, že nár̊ust teploty je 66,2◦C. Také si můžeme všimnout toho,
že změnu teploty můžeme spoč́ıtat jako: T1mg

patS
.

Abychom však mohli vařit v papinově hrnci potřebovat však teplotu
přibližně 120◦C až 130◦C21, tud́ıž nár̊ust teploty bude muset být 100◦C. Tud́ıž
nyńı známe T2 a chceme vyjádřit m.

T2 =T1 + T1mg
patS

T2 − T1 = T1mg
patS

(T2 − T1)patS=T1mg
(T2−T1)patS

T1g
=m

m= (T2−T1)patS
T1g

m1 = (393,15− 293,15)·101 325·0,03
293,15·9,81

≈ 105, 7 kg

m2 = (403,15− 293,15)·101 325·0,03
293,15·9,81

≈ 116, 3 kg

Nejprve zde máme výsledek pro výslednou teplotu 120◦ a pak pro 130◦.
Takže závěrem by mohlo být, že když jsme trochu při těle, tak ani ne-
potřebujeme papiňák :-D

21zdroj: wikipedia
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7.4 M&M XXII. ročńık; 2. série; 4. úloha

Někdo vám zavázal oči a postavil vás před čtvercový podnos, na kterém je v
každém rohu jedna mince. M̊užete otočit libovolné z těchto minćı a dát ruce
pryč. Pokud pak budou všechny ĺıcem nahoru, splnili jste úkol; v opačném
př́ıpadě se podnosem otoč́ı o neznámý počet čtvrtotáček a začne se od začátku.
Nedokážete zjistit hmatem, která strana mince je která. Jak to provedete,
pokud nechcete spoléhat na náhodu?
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Pokud budeme každý tah otáčet stejný počet minćı, tak určitě nemohu
neotočit žádnou nebo všechny. Také nemohu otáčet dvě, jelikož, pokud by
nejprve byl počet minćı otočených ĺıcem nahoru lichý, nikdy bych nemohl
doćılit toho, aby byl 4 (4 je sudé č́ıslo). Tud́ıž budeme vždy otáčet 1 nebo 3
mince.

Pokud, se stolek otočil, měli jsme špatně 1 až 4 mince. Tud́ıž správně 0
až 3 minćı. A my bud’to budeme ”opravovat”1 až 3 mince. Podle mě, pokud
bychom otáčeli 3 mince, tak je moc velké riziko, že vždy když se budeme
bĺıžit, tak často otoč́ıme nějakou správnou. Na druhou stranu to samé se
může stát i když otáč́ıme jen jednu. Na konec pokud budeme z našeho po-
hledu otáčet mince na stejných mı́stech, je vždy pouze 1 v́ıtězná konfigurace.

Jinak pokud je počet otáček stolu čistě náhodný a každé otočeńı má stej-
nou pravděpodobnost, je podle mě méně pravděpodobné, že se st̊ul otoč́ı 2×
za sebou do stejné polohy a dále nechceme otáčet stále tu samou minci a
aby se tedy toto stávalo s co nejmenš́ı pravděpodobnost́ı, měl bych asi otáčet
minci, co bude ke mě vždy co nejbĺıže.

Pokud bych tedy chtěl svoji pravděpodobnost, co nejv́ıce vylepšit, vybral
bych si jedno mı́sto a v každém kole obracel minci na tomto mı́stě.
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7.5 M&M XXII. ročńık; 2. série; 5. úloha

1. Uved’ nějakou daľśı množinu, která m̊uže vytvořit grupu s operaćı sč́ıtáńı.
(1b)
2. Vymysli si nějakou grupu a ukaž, že je to grupa. (1 – 3b podle složitosti a
originality grupy)
3. Sestav grupu všech symetríı rovnostranného trojúhelńıku v rovině a analy-
zuj ji. (3b)
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1) Racionálńı č́ısla (Q, +)
Součet dvou libovolných racionálńıch č́ısel je opět racionálńı č́ıslo. Sč́ıtáńı ra-
cionálńıch č́ısel je asociativńı. Jednotkový prvek je 0. Inverzńı prvek je vždy
č́ıslo č́ıslo s opačným znaménkem.

2) Grupa zrcadleńı a rotaćı ve čtverci
Máme čtverec ABCD se středem S a osami h; v; AC a BD, viz obrázek:

A máme 9 operaćı: e; oS; o2
S; o3

S;σS;σh;σv;σAC ;σBD. Operaci otočeńı oS
bereme jako otočeńı po směru hodinových ručiček o 90◦, tak źıskáváme oS; o2

S

a o3
S. Poté máme zrcadleńı přes střed S (σS), přes osu h (σh), přes osu v (σv),

přes osu AC (σAC) a přes osu BD (σBD).
2.1) Grupa je uzavřená:

e oS o2
S o3

S σS σh σv σAC σBD

e e oS o2
S o3

S σS σh σv σAC σBD
oS oS o2

S o3
S e o3

S σBD σAC σh σv
o2
S o2

S o3
S e oS e σv σh σBD σAC

o3
S o3

S e oS o2
S oS σAC σBD σv σh

σS σS o3
S e oS e σv σh σBD σAC

σh σh σBD σv σAC σv e σS o3
S oS

σv σv σAC σh σBD σh σS e oS o3
S

σAC σAC σh σBD σv σBD o3
S oS e o2

S

σBD σBD σv σAC σh σAC oS o3
S o2

S e

Tabulka 11: Grupa zrcadleńı a rotaćı ve čtverci

Určitě stoj́ı za to všimnout si, že o2
S je to samé jako σS.
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2.2) Asociativitu můžeme ověřit z tabulky výše. Operace jsou nav́ıc ko-
mutativńı.

2.3) Jednotkový prvek je e (nic neděláme).
2.4) Každý prvek má inverzńı (za všimnut́ı stoj́ı, že někdy jich je i v́ıce a

to u o2
S a σS, což je vlastně ta samá operace) a je to vždy ten, který s ńım

dá dohromady e (většinou je to on sám (až na oS a o3
S)).

3) Grupa symetrii rovnostranného trojúhelńıku v rovině
Celkem budeme mı́t 3! = 6 operaćı. Prvńı, co nás napadne je identita e.
Dále pak rotaci kolem trojčetné osy (o 120◦), řekněme po směru hodinových
ručiček. Aplikováńım otočeńım o 120◦ se dostaneme do oS, daľśım otočeńım
do o2

S a třet́ım do p̊uvodńıho stavu e.
dále tu máme operaci zrcadleńı, která bude zrcadlit trojúhelńık podél osy,

spojuj́ıćı bod a střed protilehlé strany. Výsledkem bude, že nám vyměńı 2
body lež́ıćı proti bodu, kterým procháźı osa. Tud́ıž σA nám vyměńı body B
a C (pokud jsme ve výchoźım stavu). Máme tedy 6 prvk̊u: e; oS; o2

S; σA; σB
a σC . Nyńı pomoćı multiplikativńı tabulky ověř́ıme uzavřenost grupy:

e oS o2
S σA σB σC

e e oS o2
S σA σB σC

oS oS o2
S e σC σA σB

o2
S o2

S e oS σB σC σA
σA σA σB σC e oS o2

S

σB σB σC σA o2
S e oS

σC σC σA σB oS o2
S e

Tabulka 12: Multiplikativńı tabulka grupy rovnostranného trojúhelńıku

Jak vid́ıme v multiplikativńı tabulce výše, grupa je uzavřená, rotace a
rotace daj́ı dohromady logicky rotaci. Tabulka ale neńı zcela souměrná, tud́ıž
operace rotace a zrcadleńı nejsou komutativńı. Pokud kombinujeme zrcadleńı
a rotaci dostáváme zrcadleńı.

Pokud kombinujeme dvě zrcadleńı dostáváme dostáváme rotaci. Všimněme
si, že pokud řekneme, že ṕısmena A,B,C maj́ı pořad́ı a pod́ıváme se horńı
pravé poloviny v př́ıpadě, že nejprve aplikujeme otočeńı oS pořad́ı index̊u
výsledným zrcadleńı se měńı z A; B; C na C; A; B. A pokud dvojnásobné
otočeńı o2

S, tak na B; C; A. Ṕısmena tedy postupuj́ı vždy o jeden index
dopředu.
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Pokud nejprve aplikujeme zrcadleńı a poté otočeńı indexy se z A; B; C
při otočeńı oS měńı na B; C; A a př́ı o2

S na C; A; B. Ṕısmena tedy postupuj́ı
vždy o jeden index dozadu.

Podobná závislost by se dala vysledovat i o rotaćı: u skládáńı otočeńı se
vždy celý řetězec posune o 1 dozadu. U skládáńı zrcadleńı vždy o 1 dopředu.
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8 M&M XXII. ročńık 3. série

8.1 M&M XXII. ročńık; 3. série; 1. úloha

Rozhodněte, jestli pro libovolných 101 přirozených č́ısel menš́ıch nebo rovných
200 lze vždy vybrat 2 č́ısla tak, aby jedno dělilo druhé.
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Úlohu budeme nejprve řešit sporem: Předpokládejme, že existuje př́ıpad,
kdy 101 č́ısel menš́ıch nebo rovno 200 mezi sebou nemá dvojici, která by se
dělila.

Prvńı, co nás může napadnout je, že vezmeme prvoč́ısla (všechna do 200).
Těch je ale málo, ani ne 50 a když ted’ vezmeme jakékoliv č́ıslo, tak ho z těch
prvoč́ısel můžeme poskládat (násobeńım), tud́ıž tudy cesta nepovede.

A co když vezmeme 101 největš́ıch č́ısel (toto mě napadlo při pohledu na
to, že zbyla hlavně sudá č́ısla, která maj́ı společného dělitele 2). Máme tedy
100 až 200. S 99 č́ısly jsme spokojeńı, ale ne s 100 a 200. Tak co to zkusit
mı́rně upravit, tak 100 na 99, ale pak máme konflikt se 198 a pro 98 s 196.
A u 66 už máme konflikt s 132 a 198. Co kdybychom zkusili vyřešit konflikt
odebráńım 200, ale co potom? Pokud přidáme 99, pak muśıme odebrat 198
a poté přidáme 98, kv̊uli tomu ale muśıme odebrat 196 a dostáváme se do
hodně podobné situace té prvńı.

Problém je v tom, že č́ısel je v́ıce než polovina, pokud by jich byla polovina
a méně tak už by to šlo a pokuśım se vysvětlit proč. Důležitou roli zde hraje
č́ıslo 2 (přesněji prvoč́ıslo). A č́ısla jdou zapsat jako násobky: druhé, třet́ı. . . A
pokud chceme nějakou skupinu, kde se nebudou vyskytovat druhé násobky.
A jelikož se chceme vyhnout druhým násobk̊u, tak z toho vyplývá, že pokud
máme nějakou nepřerušovanou řadu, tak se můžeme t́ımto zp̊usobem zaj́ımat
maximálně o polovinu prvk̊u ale ne o 101 z 200, jelikož nemůžeme naj́ıt 101
č́ısel, aby mezi sebou neměla č́ısla nežádoućı vztah.

Z toho vyplývá, že náš předpoklad byl mylný, tud́ıž mezi 101 č́ısly do 200
lze vždy vybrat 2 č́ısla, aby jedno dělilo druhé.
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8.2 M&M XXII. ročńık; 3. série; 2. úloha

Stoj́ı̌s ve čtverci 8 × 8 na mı́stě vyznačeném hvězdičkou (viz obrázek vpravo),
tvým úkolem je proj́ıt všechna poĺıčka ve čtverci tak, aby tvou trajektorii
tvořilo 15 úseček, které se vzájemně nekř́ı̌źı. Po čtverci se m̊užeš pohybo-
vat jen vodorovně či svisle a pohyb ti ztěžuje nepřekonatelná zed’.
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Když si tuto úlohu zkuśıme experimentálně, tak jist́ıme, že 15 čar je
opravdu málo, tud́ıž s nimi nemůžeme plýtvat. Hned na prvńı pohled vid́ıme,
že velký problém nám zp̊usobuje startovńı pozice, jelikož zde se dá ztratit
opravdu mnoho čar. Když p̊ujdeme nejprve doprava, tak se pak nab́ıźı j́ıt dále
napravo nebo dol̊u, at’ p̊ujdeme jakkoliv, vytvoř́ı zub nebo zářez a kv̊uli ńım
nám to nevydá. Když p̊ujdeme dol̊u, můžeme j́ıt doprava nebo doleva. Když
p̊ujdeme doprava vznikne zub. Když doleva, tak můžeme j́ıt potom nahoru
nebo ještě o jeden doleva a pak nahoru. At’ p̊ujdeme jakkoliv, tak nám vznikne
zub. To co muśıme udělat je to, že muśıme někdy startovaćı pole obkroužit a
to zespoda (kv̊uli stěně). Muśıme tedy nahoru a poté máme na vybranou jestli
doprava nebo doleva (jestli doleva tak jedeme až na předposledńı poĺıčko,
jestli doprava na předpředposledńı poĺıčko). Poté dojedeme dol̊u, obkrouž́ıme
startovaćı poĺıčko a dotáhneme čáru tak, aby jsme vyplnili všechny poĺıčka
až na nejhorněǰśı v 2. až 4. sloupci. Poté přejdeme na druhou polovinu,
tu můžeme lehce vyplnit takovým hadem (viz. obrázky). A poté se vrchem
vrát́ıme zpět ke startu. Celou cestu popisuj́ı obrázky ńıže:

A daľśı varianty vznikly omylem a pokusem ”obkroužit”i poĺıčko vedle
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startovńıho. Můžeme si všimnout, že někde jsou čáry, které se vždy použ́ıvaj́ı,
tud́ıž si je označme jako kĺıčové:

Pak můžeme ještě naj́ıt (kombinatoricky) toto řešeńı:
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8.3 M&M XXII. ročńık; 3. série; 3. úloha

Ve městě je obdélńıkový park a t́ımto parkem teče pot̊uček. Po obou břeźıch
vedou chodńıčky, ale nikde v parku přes pot̊uček nevede most. Oba chodńıčky
vedou stále právě 2,5 m daleko od středu pot̊učku. Pot̊uček do parku vtéká
na východě (kolmo na okraj parku), v parku se nějak klikat́ı a poté vytéká
směrem na sever (opět kolmo na okraj parku). Klikatěńı pot̊učku dostanete
na vstupu jako posloupnost rovných úsek̊u (popsaných jejich délkou) a zatáček
(popsaných poloměrem zakřiveńı pot̊učku a úhlem, o který je pot̊uček zakřiven
– kladné č́ıslo představuje zatáčku doprava, záporné doleva). Napǐste program
nebo popǐste algoritmus s co nejmenš́ı časovou složitost́ı, který vyṕı̌se, po
kterém břehu a o kolik metr̊u je cesta podél pot̊učku kraťśı. M̊užete předpokládat,
že trasa pot̊učku v parku je

”
rozumná“, tedy pot̊uček:

• nikdy neprot́ıná sám sebe ani se nepřiblǐzuje sám k sobě na méně než 5 m
• nikdy neopisuje oblouk s poloměrem menš́ım než 2,5 m
• se nikde mimo začátek a konec svého pr̊utoku parkem nepřiblǐzuje na

méně než 2,5 m k okraji parku
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Na začátek si můžeme všimnout, že pokud chceme vědět pouze o kolik je
cesta deľśı nebo kratš́ı, nemuśıme poč́ıtat s rovnými úseky. Jelikož na těchto
rovných úsećıch je délka obou chodńıčk̊u stejná.

A dále řekněme, že zatáčka má poloměr r a úhel zatáčka je α (zat́ım
nerozlǐsujeme na kterou stranu zatáčka je). Cestu po bližš́ım chodńıčku je
(r−2,5)·2π

360
· α a po deľśım chodńıčku pak: (r+2,5)·2π

360
· α Rozd́ıl vzdálenost́ı je:

(r+2,5)·2π
360

· α− (r−2,5)·2π
360

· α = (r+2,5)·2π−(r−2,5)·2π
360

· α = (r+2,5−r+2,5)·2π
360

· α =
= 5·2π

360
· α = π

36
· α. A jak vid́ıme, tak nám vypadl poloměr r. Z toho můžeme

ř́ıci, že pokud je zatáčka doprava, tak cesta po levém chodńıčku bude o π
36
·α

deľśı. A pokud doleva tak o π
36
·α kratš́ı. Ze zadáńı máme sĺıbeno, že pot̊uček

se nekř́ıž́ı, tud́ıž výsledné zahnut́ı bude o 90◦ doleva. Z toho vid́ıme, že cesta
bude vždy kratš́ı po levém břehu a to o π

36
· 90 = 5

2
π.

Tud́ıž algoritmus programu by měl vypadat přibližně takto:

{
Vypǐs:
”Cesta je kratš́ı po levém břehu o 5

2
π m”

}

Programovat moc neumı́m, ale využil jsem internetových služeb, tud́ıž
pod t́ımto odkazem by se snad měl skrývat chtěný program:

http://cpp.sh/85rh.

Jinak program (v Ecelu), který spoč́ıtá délku obou břeh̊u jsem též vytvořil
a je ke stáhnut́ı na http://ulozto.cz/x51Tg4Q6/22-03-03-02-xlsx. Lze
zde ozkoušet, zda je to opravdu pravda.
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8.4 M&M XXII. ročńık; 3. série; 4. úloha

Změřte rychlost padáńı deště (př́ıpadně sněhu). Padaj́ı všechny kapky (vločky)
stejně rychle? Na základě změřené hodnoty odhadněte velikost kapek.
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U toho experimentu velmi zálež́ı na vněǰśıch podmı́nkách a proto jsem se
rozhodl, že nejprve seṕı̌si, na co si vlastně při měřeńı muśıme dávat pozor.

1) Vı́tr
Když padá sńıh tak i často fouká v́ıtr, a to mám rychlost sněhu často velmi
měńı, pokud fouká silný v́ıtr (extrémńı), sńıh se pohybuje klidně i rychlost́ı
několik deśıtek metr̊u za sekundu. Tud́ıž my muśıme udělat to, že budeme
měřit pouze vertikálńı složku rychlosti (a ideálně v bezvětř́ı).

2) Turbulence
Daľśı efekt na který si muśıme dávat pozor jsou turbulence, určitě se každému
stalo, že když se kukal z okna a sńıh padal pomalu a foukl v́ıtr, tak se stalo,
že v́ıtr změnil svoji rychlost a možná začal dokonce na chv́ıli stoupat. Proto
jsem si nejprve myslel, že bude nejlepš́ı provádět experiment v odkrytém
prostranstv́ı bez překážek.

3) Správné vzdálenosti a pozice nás, měřidla a vločky
Během toho, co jsem prováděl prvńı experimenty jsem však zjistil, že pokud
si vezmeme pouze nějakou tyč (tyč nebude vyvolávat turbulence) a budeme
měřit čas, za jaký vločka spadne o délku této tyče, tak nebudeme schopni
určit v jaké vzdálenosti se vločka nacháźı, jelikož pokud stoj́ıme 2 metry od
tyče, tak nejsme často schopni určit jestli je vločka ve vzdálenosti tyče nebo
0,5 metru za ńı, což bude mı́t velký vliv. Tud́ıž poté jsem se rozhodl, že si
najdu nějakou vhodnou překážku (v mém př́ıpadě to byly staré husté chvojky
zastřižené do tvaru kvádru). Tuto překážku jsem použil jako pozad́ı a dále
pak neměli minimálńı vliv jelikož (skoro) nefoukal v́ıtr.

Dále muśıme vymyslet, jak to vlastně celé provedeme, když si vezmeme
do ruky stopky, tak to neńı zrovna nejlehč́ı úkol, jelikož muśıme celou domu
udržet zrak na jedné vločce, což pokud jste sleṕı jako já tak to neńı v̊ubec
lehké. A dále je také d̊uležité správně stopovat a mı́t dobré reakce, což
nemám. A v neposledńı řadě zde máme přibližně 0,2 s chybu kv̊uli reakćım.
Proto jsem vymyslel lepš́ı zp̊usob a to, že vše natoč́ım a poté na poč́ıtači
urč́ım jak dlouho to trvalo, než vločka spadla. Má to tu výhodu, že zde můžu
jednodušeji vyb́ırat data, která chci a neńı mi při tom zima. Muśım si ale
dávat pozor, abych se soustředil na vločky u chvojek a abych neměřil ty bĺıže
objektivu, proto se budu snažit naj́ıt ty nejpomaleǰśı vločky, jelikož to jsou ty
nejvzdáleněǰśı (ty nejbĺıže chvojkám - ty co měř́ıme). Nakonec video zpracuji
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v nějakém softwaru a zjist́ım kolik sńımk̊u trvalo vločce spadnout. Rozhodl
jsem se změřit 20 vloček, jelikož 10 se mi zdálo málo. Rychlost pádu jsem
měřil pomoćı doby pádu po vzdálenost 2 m (vertikálně). Pustil jsem se tedy
do měřeńı a źıskal jsem následuj́ıćı hodnoty:

i n
snimky

t
s

v
m·s−1

∆v
m·s−1

1 83 3,32 0,60 0,03
2 80 3,20 0,63 0,05
3 93 3,72 0,54 -0,04
4 92 3,68 0,54 -0,03
5 85 3,40 0,59 0,01
6 92 3,68 0,54 -0,03
7 84 3,36 0,60 0,02
8 81 3,24 0,62 0,04
9 94 3,76 0,53 -0,04

10 82 3,28 0,61 0,03
11 94 3,76 0,53 -0,04
12 91 3,64 0,55 -0,03
13 91 3,64 0,55 -0,03
14 88 3,52 0,57 -0,01
15 78 3,12 0,64 0,06
16 93 3,72 0,54 -0,04
17 80 3,20 0,63 0,05
18 93 3,72 0,54 -0,04
19 88 3,52 0,57 -0,01
20 80 3,20 0,63 0,05∑

11,53 0,68
6 ◦ 0,58 0,03

Tabulka 13: Tabulka naměřených hodnot

Rychlost padáńı sněhu byla v = (0, 58± 0, 03) m · s−1.
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Relativńı chyba je 0,03
0,58

= 0, 059. Točil jsem 25 sńımk̊u za sekundu, tud́ıž
1 sńımek trval 0,04 s. Nav́ıc sńımek má nějakou dobu expozice. Proto si
mysĺım, že chyba měřeńı začátku a konce pádu byla v obou př́ıpadech 0,03
s. Pr̊uměrný čas byl 3,48 s, tud́ıž relativńı chyba měřeńı je 2 · 0,03

3,48
= 0, 017.

Celková chyba je tedy 0,076 = 7,6 %.

Závěr

Nakonec si shrneme fakta a fyzikálńı zákony, které jsou pro nás d̊uležité. Nej-
prve v́ıme, že t́ıhová śıla Ftmuśı být rovna odporové śıle Fo. Můžeme tedy ř́ıci:

Ft = m · g (12)

Fo = Cx
1

2
%v2S (13)

Fo = Ft (14)

Fo = Cx
1

2
%v2S = Ft = m · g (15)

Kde Fo je odporová śıla, Cx je součinitel odporu, % je hustota prostřed́ı, v
je rychlost padaj́ıćıho objektu a S je plocha objektu. Dále pak m je hmotnost
padaj́ıćıho objektu a g je t́ıhové zrychleńı.

Určitě ještě stoj́ı za zmı́nku, že zálež́ı na tvaru a velikosti vločky a s t́ım
spojené hmotnosti. Na tvaru vločky totiž toho zálež́ı mnoho, jsou tvary které
budou mı́t menš́ı plochu při větš́ı hmotnosti a naopak. A tvar vločky je závislý
na mnoha aspektech. A bude těžké odhadnout parametry tak, aby nám vyšly
nějaké reálné hodnoty. Podle internetu22 se pohybuje hmotnost vločky okolo
3 ·10−6 kg. Cx se pro rovnou tenkou desku pohybuje kolem 1,2 a toto popisuje
sněhovou vločku asi nejlépe. Hustota vzduchu je přibližně %vzduch = 1, 29 kg

m3 .
Rychlost jsme právě změřili jako v = 0, 58 m · s−1. Dosad’me tedy tyto hod-
noty do vzorce:

22http://hypertextbook.com/facts/2001/JudyMoy.shtml
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Cx
1

2
%v2S = m · g (16)

S =
2mg

Cx%v2
(17)

S =
2 · 3 · 10−6 · 9, 81

1, 2 · 1, 29 · 0, 582
≈ 1, 13 · 10−4 m (18)

Vycháźı nám tedy, že jedna vločka měla plochu přibližně 1 cm2, a tud́ıž i
přibližně 1 cm v pr̊uměru, což podle mě, by ani nemusel být daleko do pravdy,
takže naše chyba nemuśı být až tak velká (na to kolik odhad̊u jsme udělali),
celkovou chybu (součet všech chyb) bych nakonec odhadl na 25 %.
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8.5 M&M XXII. ročńık; 3. série; 5. úloha

1. Urči řád grupy a jej́ıch prvk̊u a najdi co nejv́ıc podgrup a všechny tř́ıdy
grupy D3h. (2b)
2. Napǐs nějakou 3D reprezentaci grupy všech dvojčetných rotaćı rovnostranného
trojúhelńıka a rozhodni, jestli je ireducibilńı. (4b)
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1) Nejprve řády prvk̊u:
e - 1;
c3 - 3; c2

3 - 3;
s3 - 3; s2

3 - 3;
σh - 2;
σA - 2; σB - 2; σC - 2;
cA - 2; cB - 2; cC - 2;

Podgrupy:
1) e;
2) e, c3, c

2
3;

3) e, c3, c
2
3, s3, s

2
3, σh;

4) e, c3, c
2
3, cA, cB, cC ;

5) e, c3, c
2
3, σA, σB, σC ;

Tř́ıdy:
1) e;
2) c3, c2

3, s3, s2
3;

3) σA, σB, σC , cA, cB, cC
4) σh % vycházelo mi, že σh je konjugovaná sama se sebou a s identitou,

identita je ale samostatná tř́ıda a nav́ıc to je v pořádku jelikož po aplikováńı
σh jsme na venek ve stejném stavu jako na začátku. Tud́ıž to je rovněž sa-
mostatná tř́ıda.

Když se pod́ıváme na počet prvk̊u tř́ıd, tak vid́ıme že jich je 1, 4, 6, 1,
což jsou dělitelé 12.

2) Nikdy jsem s maticemi nepoč́ıtal, tak doufám, že to nebude naprostá
katastrofa. . .

Náčrtek:
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Jednotková matice je (jak v́ıme): 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Nejprve si muśıme vypsat matice, které provedou dvojčetné rotace:

V prvńım př́ıpadě cC je to jednoduché, je to rotace kolem osy x, takže
rovnou můžeme napsat, že matice této rotace je: 1 0 0

0 −1 0
0 0 −1


Daľśı rotace však už ale budou náročněǰśı. Vezmeme si jednotlivé vektory

ve směru os (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) a budeme pátrat, kam se otočily.

Pokračujme s cB. Osa x bude o 30◦ otočena do −1
2
, −

√
3

2
, 0. Osa y sv́ırá s

osou rotace 120◦ tud́ıž bude otočena do −
√

3
2

, 1
2
, 0. Osa z bude otočena na:

0, 0, −1, vznikne nám tedy následuj́ıćı matice:
1
2
−
√

3
2

0

−
√

3
2
−1

2
0

0 0 −1


Maticovým skalárńım součinem můžeme ověřit správnost výpočtu (vyjde

jednotková matice).

Obdobně nakonec spoč́ıtáme i cA. Osa x na p̊ujde na 1
2
,
√

3
2

, 0. Osa y na
√

3
2

; −1
2
; 0. Osa z na 0; 0; -1. Dostaneme matici:

1
2

√
3

2
0√

3
2
−1

2
0

0 0 −1


Opět můžeme ověřit maticovým skalárńım správnost výpočtu (vyjde jed-

notková matice).

Reprezentace grupy všech dvojčetných rotaćı tedy může vypadat takto:
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

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1
2

√
3

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
√

3
2
−1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

√
3

2
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
√

3
2
−1

2
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1


A nyńı zjist́ıme jestli je reprezentace ireducibilńı nebo ne:

∑
R

| xa(R) |2= g. (19)

xe(3) = 3, xC(3) = −1, xB(3) = −1, xA(3) = −1 (20)

32+ | −1 |2 + | −1 |2 + | −1 |2= 9 + 1 + 1 + 1 = 12 = 12. (21)

Reprezentace grupy všech dvojčetných rotaćı rovnostranného trojúhelńıku
tedy ireducibilńı je.
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9 M&M XXII. ročńık 4. série

9.1 M&M XXII. ročńık; 4. série; 1. úloha

Vaš́ım úkolem je dešifrovat následuj́ıćı vzkaz ve finštině (text byl před za-
šifrováńım zbaven diakritiky, takže použ́ıvá pouze anglickou abecedu). Je to
substitučńı šifra. Úkolem neńı nalézt český překlad, ale možná za něj bod́ık
nav́ıc bude. Cbfb wjjxjj ysfnthuvbutuz vs guxxs bz znxvs ystss. Wngsxxs cbfbh
gpbksh nzuyyswgnnz wbukjz xnthus, vswsxss, tnuzss vs fjbtbs, yjhhs ynhguggs
zn kbuksh wsphhss ypbg ybzucjbxugnycss fskuzhbs, wjhnz gjbysuinz fsshnhhs
vs xjbzzbzzuuhhpnz wsgknvs. Gpwgpxxs cbfbh wnfssksh ksfsfskuzhbs hsxkns ks-
fhnz gpbysxxs gunzus, vswsxsz vs tnuzunz xugswgu. Hsxknxxs, wjz fskuzhbs bz
xjbzzbggs kstnyysz, cbfbh nhguksh nzguguvsugnghu vswsxss. Cbfb cpghppwuz
tsughsyssz vswsxsz ynhfuz cswgjugnz tszrnz xscu. Ypbg tnuzswsgkuh vs ksf-
kjh wnxcssksh cbfbvnz fskuzzbwgu, vbg vswsxss nu bxn hsfcnnwgu gsshskuxxs.
Vswsxughs cbfb gjbguu csxxnfbcbfbzvswsxss. Cbfbz fjjszgjxshjg pwguzwnfhsu-
ghjj hsxknxxs vs cbhguz ynfwuhpg bz nfuhhsuz kstsuznz. Cbfb yjughjhhss hsx-
kuguz pwguystsughs nxsuzhs vs hsxku ynfwuhgnn cbfbxxn xsuthjyughs vs vbcs
ksuz tnzruggsgbxkusyughs. Cbfb ynznhhss hsxknxxs zbfyssxughuwuz zbuz ku-
uinzznwgnz csuzbghssz. Zpwpuguz pxnughpzph xugsfjbwuzhs bz yjjhhszjh hu-
xszznhhs ynfwuhhsksghu.
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Nejlepš́ı bylo si k tomu pustit ”Evinu Polku”23 Po 2 hodinách už to byl
totálńı haluz :-D Všem doporučuji :-D

Nejprve jsem zkoušel jestli se nejedná o Caesarovu šifru, (každé ṕısmeno
je posunuto 2 n mı́st dopředu nebo dozadu), poté jsem zkoušel otočit abe-
cedu a opět j́ı posouvat, ani jedno z toho nevyhodnotil Google překladač
jako finštinu, takže to asi nebyla správná cesta. Poté mě napadlo, že bych
si alespoň mohl naj́ıt četnost jednotlivých ṕısmen ve Finštině a porovnat je
s naš́ım textem24. Nahradit ṕısmena podle jejich četnosti nezabralo, ale ale-
spoň mám tušeńı která ṕısmena by přibližně měla být nahrazena kterými.

Poté jsem se pokoušel odrazit od krátkých slov (v závorce výskyt) (vs (18×),
bz (10×), nu (5×), zn (6×)), a od nejčetněǰśıch krátkých slov (ja, se, ei,
ne,. . . ) ale neúspěšně, také jsem si všiml, že se zde často opakuje slovo
”Cbfb”na začátku věty, jednou s př́ıponou ”z”, jeho význam mi však rovněž
z̊ustal skrytý. Když už jsme u četnosti, tak nejčetněǰśım slovem finštiny je
”olla”, žádné slovo o 4 ṕısmenech s prostředńımi ṕısmeny stejnými se v našem
textu nevyskytuje.

Dále jsem si zjistil, že ve finštině se nevyskytuje g, b, f, c, w, z, x. V našem
textu se zase nevyskytuj́ı a, d, e, l, m, o, q. Dále, že se zde všechny hlásky
vyskytuj́ı v podvojné formě až na v, j, d. Ale v našem textu maj́ı podvojnou
formu jen g (3×), h (10×), j (5×), n (3×), p (1×), s (17×), u (3×), x (10×),
y (2×), z (6×).

Také jsem to zadával na stránku http://quipqiup.com/index.php, což
je stránka specializovaná na šifry, ale bezvýsledně.

Řešeńı jsem nenalezl, ale doufám, že bych mohl alespoň dostat nějakou
desetinku za určeńı toho, co řešeńım neńı.

Nejčetněǰśı slova (1000+): www.city.fi/blogit/lavas/suomen+kielen+
yleisimmat+sanat/127154

23https://youtu.be/4om1rQKPijI
24Už od začátku jsem hned řešil tak, že jsem si to v Excelu rozebral na znaky a poté

jsem jen psal které znaky maj́ı být nahrazeny kterými a poté jsem jen už koṕıroval vzniklý
text do Google překladače.
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Fisko-anglický slovńık: www.hs.fi/ nebo https://translate.google.

cz/?hl=cs&tab=wT

Můj Excel soubor, kde stač́ı pouze zadat co č́ım nahradit a vyleze výsledek
+ frekvenčńı analýza textu – vyřadil jsem tedy několik ṕısmen a je zde ±17
ṕısmen, na kterých nám skutečně zálež́ı, stále je to ale matematicky přibližně
17! možnost́ı: http://ulozto.cz/xYJ4rVNx/22-04-06-xlsx.
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9.2 M&M XXII. ročńık; 4. série; 2. úloha

Máme zapuštěný bazén kruhového p̊udorysu o poloměru R (index lomu vody
n2, index lomu vzduchu n1). Do jaké maximálńı hloubky se m̊uže potopit
plavec, aby ve světelném kruhu nad sebou teoreticky viděl celý prostor nad
hladinou? (Uvažujme zcela rovnou vodńı hladinu.)
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Abychom viděli celý prostor nad námi a zároveň se mohli ponořit do co
největš́ı hloubky, tak se muśıme nacházet uprostřed bazénu. Dále si prove-
deme mı́rné zjednodušeńı a to, že i když je paprsek rovnoběžný s hladinou, tak
se najednou (z ničeho nic normálně sám :-D) dokáže dotnout hladiny a zlomı́
se pod hladinu, d́ıky tomu budeme schopni pozorovat povrch, ale zároveň
se paprsek bude odrážet co nejv́ıce dol̊u a budeme poč́ıtat s paprsky, co se
odraźı už hned na hraně bazénu, aby stihli klesnou do co největš́ı hloubky.

Vı́me, že sinα
sin β

= n2

n1
. My známe n2 (index lomu vody (1,33)) a n1 (index

lomu vzduchu (1,000 26)).

V tomto př́ıpadě bude α = 90◦. sin β se pak spoč́ıtá jako:

sin β = sinα
n1

n2

=
n1

n2

. (22)

Tento úhel jsme tedy schopni snadno dopoč́ıtat (51◦4’4”). Z toho si už můžeme
podle znalosti všech úhl̊u v pravoúhlém trojúhelńıku a 1 strany dopoč́ıtat
hloubku. Tu si můžeme vyjádřit jako: tan β = R

h
.

h =
R

tan β
=

R
sinβ
cosβ

=
R

sinβ√
1−(sinβ)2

=
R
n1
n2√

1−(
n1
n2

)2

=
R
√

1− (n1

n2
)2

n1

n2

(23)

h =
R

√
1− n2

1

n2
2

n1

n2

=
R

√
n2

2−n
2
1

n2
2

n1

n2

=
R

√
n2

2−n
2
1

n2

n1

n2

= R

√
n2

2 − n2
1

n1

(24)

Výsledný vzoreček tedy je h = R

√
n2

2−n
2
1

n1
, což je pro reálné hodnoty přibliž-

ně: 0, 876R.
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9.3 M&M XXII. ročńık; 4. série; 3. úloha

Na stole je pevně umı́stěno 2016 sv́ıček. Dva hráči hraj́ı následuj́ıćı hru. V
každém tahu hráč rozsv́ıt́ı nebo zhasne jednu ze sv́ıček, ale nesmı́ to provést
tak, aby se rozsv́ıcené sv́ıčky ocitly ve stejném rozestaveńı, jako už někdy dř́ıv
ve hře. Hráči se stř́ıdaj́ı v taźıch a prohrává ten hráč, který už nem̊uže provést
tah. Který z hráč̊u má vyhrávaj́ıćı strategii?
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Jedná se pokud jsou všechny sv́ıčky zhasnuté o rozestavěńı rozsv́ıcených
sv́ıček?

Pokud ne, tak je to velmi prosté, hráč č́ıslo 2 nechá pouze postupně
rozsvěcet sv́ıčky, načež mu je zhasne až do té chv́ıle dokud nevyčerpaj́ı
všechny sv́ıčky. V tomto př́ıpadě vyhrál hráč č́ıslo 2 nezávisle na hráči č́ıslo 1.

Toto asi neńı myšlené řešeńı, ale jen mě to napadlo, když jsem četl zadáńı
a nebyl si na 100% jistý.

V druhém př́ıpadě, už se 2. hráč nemůže vracet do p̊uvodńıho stavu (když
jsou všechny sv́ıčky zhasnuté, tak se též jedná o rozestavěńı). Začněme s jed-
nou sv́ıčkou. Prvńı hráč j́ı rozsv́ıt́ı a druhý prohrál!

A co 2 sv́ıčky, nejprve 1. hráč rozsv́ıt́ı 1. sv́ıčku. Poté druhý hráč muśı
bud’to zhasnou 1. sv́ıčku nebo rozsv́ıtit druhou, muśı však rozsv́ıtit druhou,
protože zhaslé už byly. Prvńı hráč pak muśı zhasnou 1. sv́ıčku, protože v
rozestavěńı, že prvńı sv́ıtila a druhá byla zhaslá už byly. Hráč č. 2 prohrál.

Poté jsem si prošel hry a něco mě napadlo, budeme nyńı hráč č. 1 (zač́ı-
naj́ıćı). A pro zjednodušeńı řekněme, že jsou všechny zhasnuté (výsledek hry
na tom nezálež́ı, ale bude se to lépe představovat). Nyńı zapáĺıme 1. sv́ıčku.
Druhý hráč muśı zapálit jinou sv́ıčku, třeba 2. (je jedno jestli 2. nebo 7.,
pro jednoduchost p̊ujdeme popořadě). My pak zhasneme 1. sv́ıčku, druhý
hráč poté muśı rozsv́ıtit 3. sv́ıčku, my mu pak zhasneme 2. sv́ıčku, on muśı
rozsv́ıtit 1. nebo 4. sv́ıčku. A zde bychom měli poměrně dost možnost́ı, co
mohou oba dělat.

Vždy máme 2n možnost́ı a vždy můžeme proj́ıt všechny možnosti (je jich
sudý počet, vyhrává hráč č. 1 (máme ještě 1. stav který nevznikne tahem
nikoho (proto vyhrává 1 a ne 2))).

Nejsem si úplně jistý pokud bude 1. hráč hrát racionálně, tak by vždy
hra měla mı́t sudý počet tah̊u a posledńı tah (to co zbude po posledńım tah̊u
1. hráče) bude mı́t lichý počet zapálených sv́ıček.

Zkoušel jsem si nějaké hry a pokud hrál hráč č. 1 racionálně, tak existovalo
dokonce několik cest jak vyhrát. Nikdy ale nevyhrával 2. hráč.
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A nebo si můžeme ř́ıci, že pokud máme 1 sv́ıčku, tak hráč 1 se nacháźı
ve v́ıtězné pozici, pokud máme 2, tak to jsou pouze 2 prvńı př́ıpady – sv́ıčka
a sv́ıčka. Pokud máme 3, tak je to předešlý př́ıklad a jedna sv́ıčka nav́ıc
(Máme tedy jednu hru o dvou sv́ıčkách s 3. zhasnutou a daľśı o 3 sv́ıčkách
s třet́ı rozsv́ıcenou (máme tedy jakoby 2 hry o 3 sv́ıčkách)). Všechny tyto
hry jsou tedy logicky vyhrané, stejnou logiku můžeme aplikovat dále. Pro
4 sv́ıčky vlastně máme 2 hry o třech sv́ıčkách a pro pro 5 sv́ıček 2 hry o
čtyřech sv́ıčkách. Sed́ı nám to i maximálńım počtem možnost́ı a nav́ıc nikdy
nemůžeme vypustit nějaké 2 náhodné kombinace, ale vždy bude k nějaké
kombinaci existovat daľśı lǐśıćı se maximálně v 1 sv́ıčce. Hra je tedy vyhraná
pro hráče č. 1. (Jelikož z této úvahy se můžeme snadno dostat ke kře o 2016
sv́ıčkách).
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9.4 M&M XXII. ročńık; 4. série; 4. úloha

Potkala vás nešt’astná nehoda – vašemu notebooku se rozbila klávesnice a
touchpad. Situace ale neńı tak zoufalá, z kláves funguj́ı šipky a Enter, nav́ıc
jste zrovna měli zapnutou softwarovou klávesnici. Softwarová klávesnice je
obdélńıková tabulka znak̊u s kurzorem. Kurzor vždy ukazuje na jeden znak a
lze j́ım po tabulce pohybovat pomoćı šipek. Stiskem klávesy Enter se vyṕı̌se
znak, na který ukazuje kurzor. Text ahoj by bylo možno napsat na následuj́ıćı
klávesnici (hvězdičkou je označena počátečńı pozice kurzoru) jako:

Enter, →, Enter, →, Enter, ←, ↓, Enter

a* h o
b j a
r 3 g

Jelikož lenost je hybnou silou pokroku, chcete se při psańı co nejméně
nadř́ıt. Proto potřebujete vymyslet algoritmus, který pro zadaný text a zada-
nou klávesnici najde nejmenš́ı počet stisk̊u skutečných kláves (tj. šipek a En-
teru), pomoćı kterého lze text na klávesnici napsat. Pro klávesnici z př́ıkladu
a slovo ahoj nám stač́ı pět stisk̊u kláves. Samozřejmě chcete, aby byl algorit-
mus co nejefektivněǰśı25 . O klávesnici m̊užete předpokládat, že bude použ́ıvat
nějakou rozumně malou sadu znak̊u, např́ıklad ASCII. A nezapomeňte, znaky
se na klávesnici mohou opakovat!

25O tom, jak efektivitu algoritmů nějak měřit, se můžeš dozvědět v následuj́ıćım pov́ıdáńı
od našich kamarád̊u z KSP: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/25/cook1.html

Strana 155 z 346
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Jako prvńı věc, nejprve muśıme zjistit, jaké klávesy jsou nepouž́ıvaněǰśı,
jelikož mı́t třeba každou 2. klávesu w by moc smysl nedávalo. . .

Na http://www.matematika.cz/frekvencni-analyza jsem našem tyto
data:

ṕısmeno relativńı četnost pořad́ı
a 0,09589 2
b 0,01776 21
c 0,02999 17
d 0,03775 11
e 0,10904 1
f 0,00175 23
g 0,00220 22
h 0,02497 19
i 0,06686 4
j 0,02306 20
k 0,03528 14
l 0,05721 6

m 0,03605 12
n 0,05917 5
o 0,08030 3
p 0,03115 16
q 0,00006 26
r 0,04397 9
s 0,05586 7
t 0,05385 8
u 0,03579 13
v 0,03952 10
w 0,00054 24
x 0,00036 25
y 0,02858 18
z 0,03303 15

V pořad́ı: e, a, o, i, n, l, s, t, r, v, d, m, u, k, z, p, c, y, h, j, b, g, f, w, x,
q. Dále ještě bude ještě častá mezera.
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Nemáme zde však daľśı znaky jako mezeru nebo / < = >. Využit́ı těchto
znak̊u však silně záviśı na tom, co děláme. Na začátek, to ale vynechme a
vrat’me se k tomu později.

Začneme s krátkým př́ıkladem, budeme cht́ıt klávesnici, se znaky e, g, f, w,
x, q. (jedná se o nejčastěǰśı znak a 5 nejméně častých). Jak by mohla vypadat
ideálńı klávesnice pro tyto znaky? Vzhledem k tomu, že e je nejpouž́ıvaněǰśı,
tak si ho určitě dáme častěji, navrhoval bych proto následuj́ıćı klávesnici:

g e f
e w e
x e q

Tato klávesnice má tu výhodu, že se můžeme snadno vždy dostat do e, což
bude nejčastěǰśı ṕısmeno. (to že bychom nemohli složit slovo ted’ neřeš́ıme,
řeš́ıme pouze relativńı četnosti jednotlivých ṕısmen).

Obdobný postup bychom mohli aplikovat na klávesnici s celou abecedou,
ale nesmı́me ještě zapomı́nat na to, že ASCII má ještě č́ısla a daľśı znaky. A
tady bych představil pár nápad̊u:

Speciálńı znaky pod speciálńımi tlač́ıtky: pokud bychom chtěli psát
třeba č́ısla, tak přepneme do speciálńıho režimu, kde budou pouze č́ısla nebo
speciálńı znaky. . .

Speciálńı klávesnice: Udělat přeṕınáńı mezi klávesnicemi, např́ıklad
pro prostý text (pouze ṕısmena a mezera), programátorskou klávesnici (časté
speciálńı znaky), matematickou klávesnici (častá č́ısla) nebo vyváženou klá-
vesnici (od všeho trochu).. . .

Nekonečná klávesnice: Měli bychom jeden segment klávesnice, který
by se furt opakoval, jelikož pokud bychom byly v pravém horńım roku kláves-
nice a daľśı znak v levém dolńım, tak pokud by byla kopie klávesnice umı́stěna
nad a vedle a obecně všude kolem až do nekonečna, tak by se v některých
př́ıpadech mohly vzdálenosti mezi znaky razantně zkrátit. Např́ıklad pro náš
prvńı př́ıpad bychom se tak z g dostali pouze př́ıkazy: nahoru, doleva.
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Pokuśım se navrhnout nějakou klávesnici, která by v́ıceméně uspokojovala
potřeby všech, na začátek jsem opět použil tabulku s pravděpodobnostmi a
doplnil jsem ji daľśı potřebné znaky. Těm jsem podle uvážeńı přidal nějaká
hodnoty, tud́ıž se už od ted’ nejednalo o pravděpodobnosti, ale pouze o nějaké
hodnoty, které jaksi popisovaly relativńı četnost znak̊u. Poté jsem provedl
vynásobeńı konstantou (40) a zaokrouhlil nahoru, aby se zde vyskytovala
každá hodnota, poté jsem provedl součet a chtěl jsem aby mi vyšlo něco
okolo 100, protože 102 = 100. Co jsem ještě nepoznamenal, ale je to d̊uležité
je to, že bude nejlepš́ı pokud naše klávesnice bude mı́t čtvercový tvar, jelikož
pokud by měla vypadala jako u poč́ıtače, tak z a do o (2. a 3. nejčastěǰśı
znak, to je přes celou klávesnici), zat́ımco, pokud by měla tvar čtverce, tak
by to bylo výrazně bĺıž.

a 4
b 1
c 2
d 2
e 5
f 1
g 1
h 1
i 3
j 1
k 2
l 3

m 2

n 3
o 3
p 2
q 1
r 2
s 3
t 2
u 2
v 2
w 1
x 1
y 2
z 2

” ” 8
! 1
” 1

# 1
$ 1
’ 1
( 1
) 1
∗ 1
+ 1
, 1
- 1
. 2

/ 1
0 1
1 1
2 1
3 1
4 1
5 1
6 1
7 1
8 1
9 1
: 1
; 1

< 1
= 1
> 1
? 1
‘ 1
{ 1
| 1
} 1
∼ 1

del 1
esc 1

enter (en) 1∑
100

Vycháźı nám to pěkně (asi by bylo lepš́ı použ́ıt klávesnici 20 × 20 (pro
tuto klávesnici by byly počty opět jiné), ale to asi nezvládám nějak rozumně
zpracovat, takže jsem se radši rozhodl jen pro 10× 10.
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0 1 2 3 ∼ | : ; ‘ ’
4 + - 5 < { } ( ) #
6 * / 7 > $ ! ? ” .
8 9 = , esc en del u ” ” n
e r a ” ” l v k i p y
i o m e s j c o e t

” ” d b q g x ” ” z h s
l p a ” ” f n a m u ” ”
y v k n s w d t i o
z e ” ” . a c r ” ” e l

Jedná se pouhý návrh, dal jsem bĺıže a matematická znaménka, aby to ne-
bylo daleko, pokud ṕı̌seme nějaká č́ısla. A méně použ́ıvané znaky doprostřed,
aby to k nim nebylo zas tak daleko. Přidal jsem i esc, enter a del, určitě se
budou hodit. Otázkou je kolik budeme dělat překlep̊u atd (pokud ṕı̌se tolik
překlep̊u co já, tak by to měla být každá druhá klávesa :-D).

Co se týče složitosti připadného algoritmu na psańı, tak bude mı́t vždy
konečnou složitost, a pokud se bude tabulka opakovat, popř́ıpadě p̊ujde skákat
z nejspodněǰśıho poĺıčka tabulky na nejhorněǰśı, a stejně tak i horizontálně,
tak maximálńı složitost bude 10 tah̊u (5 horizontálně, 5 vertikálně). Pro x
znak̊u to bude 11x operaćı (+Enter). Reálně to však bude méně, něco okolo
6x až 8x, bude to záležet na typu textu (znak̊u).

Pokud nám jde pouze o počet tah̊u (a nezálež́ı nám na výkonu), tak stač́ı
pouze naj́ıt všechny znaky, řekněme že chceme napsat ”a”a změř́ıme všechny
možné vzdálenosti do všech možných ”a”. Označme si souřadnice jako x1, y1 a
x2, y2. x-ovou nejkratš́ı cestu spoč́ıtáme jako nejmenš́ı výsledek následuj́ıćıch
3 rovnic:

1) | x1 − x2 | //na př́ımo - zde poté ještě muśıme určit jestli máme j́ıt
nahoru nebo dol̊u

2) (10− x1) + x2) //nahoru a skočit ze shora úplně dol̊u
3) x1 + (10− x2) //dol̊u a poté skočit zezdola úplně nahoru.
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A stejně tak y-ovou jako:

1) | y1 − y2 |
2) (10− y1) + y2)
3) y1 + (10− y2)

Nikdy to nebude trvat déle než 10 posun̊u, možná by to šlo i trochu
rychleji, to zálež́ı na naš́ı šikovnosti a jak budeme dobře schopni rozestavět
jednotlivé znaky, jinak to, že všechny znaky jsou dostupné do 10 tah̊u ještě
neznamená, že neexistuje nějaká lepš́ı klávesnice, pro lepš́ı algoritmus, je-
likož pokud by všechny znaky byly dostupné do 14 pohyb̊u, ale pr̊uměrná
vzdálenost by klesla o 1 oproti naš́ı klávesnici, tak taková klávesnice by byla
lepš́ı. Zároveň je ale také jednoduché takovou klávesnici rozestavět špatně.
To co nás ale zaj́ımá je to, kolik tah̊u je potřeba udělat pr̊uměrně, což zálež́ı
od specifikace daného textu atd. A bez ńı nejsme schopni nějak efektivněji
navrhovat rozestavěńı textu. Ve větš́ı klávesnici by se také h̊uř orientovalo a
asi by bylo lepš́ı j́ı nechat navrhnout a otestovat nějaký superpoč́ıtač, ten by
ale použ́ıval stejná pravidla jako my, načež by provedl testováńı na nějakém
textu.
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9.5 M&M XXII. ročńık; 4. série; 5. úloha

Urči výběrová pravidla pro amonný kationt NH+
4 . Porovnej s výsledky pro

neutrálńı molekulu amoniaku. Hledat popis konkrétńıch vibraćı pomoćı délek
vazeb a úhl̊u mezi nimi nemuśı̌s.
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Amonný kationt má tvar čtyřstěnu. Urč́ıme bodovou symetrii. Lineárńı
neńı, jedinou rotačńı osu nemá 6C5 ne 4C3 ano, 3C4 ne, 3C4 ano, jedná se o
grupu Td.

Tabulka charakter̊u:

E 8C3 3C2 6S4 6σd lineárńı kombinace, rotace kvadratické kombinace

A1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

A2 1 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0 (2z2 − x2 − y2, x2 − y2)
T1 3 0 -1 1 -1 (Rx, Ry, Rz)
T2 3 0 -1 -1 1 (x, y, z) (xy, xz, yz)

Na identitě lež́ı všech 5 atomů. Na trojčetných osách vždy 2. Na dvojčetných
lež́ı pouze 1. Na S4 pouze 1 a na σd vždy 3.

Charakter identity je 3, trojčetných os 0, dvojčetných -1, charakter ro-
vin 1.
χ0(S4) = 2 cos 2π1

4
+ 1 = 1

χ0(S1
4) = 2 cos 2π2

4
+ 1 = −1

χ0(S2
4) = 2 cos 2π3

4
+ 1 = 1

χ0(S3
4) = 2 cos 2π4

4
+ 1 = 3

Pokud jsem pochopil anglickou wikipedii tak je to 1

E 8C3 3C2 6S4 6σd lineárńı kombinace, rotace kvadratické kombinace

A1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

A2 1 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0 (2z2 − x2 − y2, x2 − y2)
T1 3 0 -1 1 -1 (Rx, Ry, Rz)
T2 3 0 -1 -1 1 (x, y, z) (xy, xz, yz)

nR 5 2 1 1 3
χ0(R) 3 0 -1 1 1
χ(R) 15 0 -1 1 3
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a1 = 1
24

[15 + 0− 3 + 6 + 18] = 1, 5

a2 = 1
24

[15 + 0− 3− 3 + 18] = −0, 5

e = 1
24

[30 + 0− 6 + 0 + 0] = 1

t1 = 1
24

[45 + 0 + 3 + 6− 18] = 1, 5

t2 = 1
24

[45 + 0 + 3− 6 + 18] = 2, 5

Zaprvé neńı možné aby zde reprezentace byla 1, 5× a nemůže tu být též
záporný počet reprezentaćı.

Popravdě nev́ım moc kde je chyba, docela jsem na to chv́ıli (večer) koukal
a jedno z mála, co mě asi tak napadlo je, že by se ten počet atomů u rotaćı
bral pouze ten/ty společné všem 8/3/6 a stejně tak i zrcadleńım.

E 8C3 3C2 6S4 6σd lineárńı kombinace, rotace kvadratické kombinace

A1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

A2 1 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0 (2z2 − x2 − y2, x2 − y2)
T1 3 0 -1 1 -1 (Rx, Ry, Rz)
T2 3 0 -1 -1 1 (x, y, z) (xy, xz, yz)

nR 5 1 1 1 1
χ0(R) 3 0 -1 1 1
χ(R) 15 0 -1 1 1

Pak to vycháźı 1, 0, 1, 2, 2, což by dávalo smysl, protože T je 3-rozměrná,
tak jedna T1 by připadla na translace a jedna T2 na rotace, a na vibrace
zbude 1A1, 1E, 1T1, 1T2. Toto ale asi neńı správně, ale jen tak mi ta č́ısla
vyšla smysluplně :/
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Nebo pak kdyby byl charakter reflexńıch rotaćı -1:

E 8C3 3C2 6S4 6σd lineárńı kombinace, rotace kvadratické kombinace

A1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

A2 1 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0 (2z2 − x2 − y2, x2 − y2)
T1 3 0 -1 1 -1 (Rx, Ry, Rz)
T2 3 0 -1 -1 1 (x, y, z) (xy, xz, yz)

nR 5 2 1 1 3
χ0(R) 3 0 -1 -1 1
χ(R) 15 0 -1 -1 3

Tak by počty reprezentaćı byly 1, 0, 1, 1, 3. A opět protože T jsou 3-
rozměrné, tak 1T1 na translace a 1T2 na rotace. Ostatńı (A1, E, 2T2) na
vibrace.

Celková dimenze ve všech př́ıpadech (i v těch s p̊ulkami reprezentaćı) sed́ı.
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10 M&M XXII. ročńık 5. série

10.1 M&M XXII. ročńık; 5. série; 1. úloha

Představte si skupinku státńıch zástupc̊u, kteř́ı by rádi zjistili, jaký je jejich
pr̊u- měrný plat, ale přitom žádný z nich nechce výši toho svého prozradit. Po-
rad́ıte jim, jak jejich pr̊uměrný plat zjistit, anǐz by se některý z nich dozvěděl
výši platu někoho daľśıho? Právńıci nemaj́ı k dispozici žádný materiál, mohou
využ́ıvat jen své hlavy.
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Vymyslel jsem několik zp̊usob̊u, lǐśı se estetičnost́ı a humálnost́ı.

Nejprve jsem vymyslel, že by se stanovily postupně cenové hranice. Třeba
20 000 Kč (20 kKč) až 30 000 (30 kKč) a opět po deśıtkách (prostě nějaké
intervaly). A pak byl vybrán někdo, kdo by se otočil zády a poté by všichni
vytvořili řadu a zavřeli oči tak (a měli rozestupy), aby nikdo nećıtil jak rea-
guje ten vedle něho a poté by ona osoba se zavřenými oči prošla a poč́ıtala
by do kolika rukou narazila, nakonec by onen počet nahlásila (př́ıpadně by
přičetla sebe – nikdo by na to neměl jak přij́ıt). Poté by šel daľśı kolo, je
otázka, zda by se pak neměli všichni promı́chat – to zálež́ı na tom jak si
všichni věř́ı, ale pokud nepodvád́ı, tak by to nemělo být nutné.

Poté mě napadlo, že by detekce mohla ještě prob́ıhat tak, že by se jen
onen vybraný odebral stranou, ostatńı by se otočili a pak by po jednom cho-
dili a dotýkali by se ho, kopali do něj. . . :D Naše představivost nemá meźı.
:D Dále by to prob́ıhalo stejně, osoba by hlásila, kolikrát byla zkopána, ale
na to by asi nikdo nepřistoupil :D

Poté mě napadl asi nejvědečtěǰśı a nejhumánněǰśı zp̊usob a to, že by si
nejprve prvńı vymyslel nějaké velké č́ıslo (opravdu velké a náhodné (bilióny))
a poté by k němu daľśı přič́ıtali sv̊uj plat, poté by se tato hodnota vrátila k
prvńımu, on by od ńı odečetl onu počátečńı hodnotu a poté by přičetl sv̊uj
plat a vydělil by ho počtem lid́ı – tak dostaneme naši hledanou hodnotu
přesně a humálně (bohužel? :D).

Strana 166 z 346
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10.2 M&M XXII. ročńık; 5. série; 2. úloha

V homogenńım gravitačńım poli máme svislou pružinku s tuhost́ı k, na které
je upevněna miska o hmotnosti m1. Na misku, která je v klidu v rovnovážné
poloze, hod́ıme mı́ček o hmotnosti m2. Z jaké výšky ho muśıme pustit, aby
se po odskoku a rozkýváńı misky na ni vrátil v okamžiku, kdy procháźı miska
rovnovážnou polohou směrem nahoru? Jak vysoko poté vyskoč́ı? Jaké muśı být
podmı́nky pro hmotnosti m1 a m2? Uvažujte, že všechny srážky jsou dokonale
pružné a trvaj́ı zanedbatelně krátkou dobu.
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Nejprve si můžeme představit situaci: Nejprve hod́ıme mı́ček na misku
a pružinka udělá ”kyv”od středu dol̊u a odzdola do středu, poté začne být
jej́ı zrychleńı záporné a přestane urychlovat mı́ček a dojde k jejich odděleńı.
Poté miska vykoná celý kmit, zat́ımco na mı́ček bude p̊usobit gravitačńı śıla
vykoná tu samou dráhu nahoru a dol̊u, doba letu mı́čku tedy bude shodná s
jednou periodou kmitu. Perioda se spoč́ıtá jako:

T = 2π

√
m

k
.

Doba prvńıho kyvu bude:

T = 2π

√
m1 +m2

k
.

Zat́ımco po ztrátě mı́čku:

T = 2π

√
m1

k
.

Dále také v́ıme, že můžeme spoč́ıtat dobu, kterou se bude mı́ček pohybovat
vzduchem, je jasné že se bude pohybovat s nějakou rychlost́ı nahoru a s
přesně opačnou rychlost́ı bude i dopadat, takže změna rychlosti bude 2v a
této změny dosáhneme se zrychleńım g v čase t:

2v − gt = 0,

t =
2v

g
.

A tak můžeme napsat vztah:

2π

√
m1

k
=

2v

g
,

π

√
m1

k
g = v.

Dále také také předpokládáme to, že všechny srážky jdou dokonale pružné.
Proto bude platit, že ona rychlost, kterou jsme si právě vyjádřili bude rovna,
té kterou mı́ček dopadne nejdř́ıve na misku a my v́ıme, že v = at, v našem
př́ıpadě v = gt proto:

π

√
m1

k
g = gt,
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t = π

√
m1

k
.

Z doby pádu můžeme spoč́ıtat dráhu pádu:

y =
1

2
gt2.

Po dosazeńı:

h =
1

2
g
(
π

√
m1

k

)2

,

h =
1

2
gπ2m1

k
,

h =
m1gπ

2

2k
.

Pokud bychom chtěli, aby nenarazil po 1 kmitu, ale po 2, po 3. . . , tak by-
chom pouze vynásobili délku periody kmitu př́ıslušným koeficientem.

Pokud se budeme zaj́ımat o to jak vysoko mı́ček vyskoč́ı, tak muśıme
poč́ıtat s t́ım, že miska a mı́ček si své hybnosti vyměńı. Rychlost mı́čku v
momentě dopadu už známe:

v = π

√
m1

k
g.

My však ale potřebujeme předevš́ım znát hybnost misky a tud́ıž jej́ı rychlost.
Pro spoč́ıtáńı rychlosti misky nejprve spoč́ıtáme frekvenci s kterou kmitá:

f =
1

2π

√
k

m1

.

Dále budeme potřebovat vzoreček pro výpočet rychlosti:

v = ωym cos(ωt).

ω snadno spoč́ıtáme jako:
ω = 2πf.

Dále můžeme ř́ıci, že let koule má rovněž frekvenci, která bude polovičńı
oproti misce:

f =
1

4π

√
k

m1

.
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Výchylky budou 1. i 2. kyvu stejné. Tu 1. spoč́ıtáme opět přes:

v = ωym cos(ωt).

Vyjádř́ıme ym:

ym =
v

ω
.

cos(ωt) nám vypadává jelikož pro maximálńı výchylku bude výraz roven 1.
Parametry spoč́ıtáme jako:

v = π

√
m1

k
g,

ω = 2πf,

T = 2π

√
m1 +m2

k
,

f =
1

T
.

Z toho si vyjádř́ıme výchylku jako:

f =
1

2π
√

m1+m2

k

,

ω = 2π
1

2π
√

m1+m2

k

,

ω =
1√

m1+m2

k

,

ym =
π
√

m1

k
g

1√
m1+m2

k

,

ym = π

√
m1

k
g ·
√
m1 +m2

k
,

ym = π
m1 +

√
m1m2

k
g.

Po ztrátě mı́čku má miska periodu:

T = 2π

√
m1

k
.
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Dále se budou hodit daľśı údaje:

v = ωym cos(ωt),

ω = 2πf,

f =
1

T
.

Tedy:

f =
1

2π
√

m1

k

,

ω = 2π
1

2π
√

m1

k

,

v = ωym cos(ωt),

v =
1√
m1

k

(
π
m1 +

√
m1m2

k
g

)
,

v =
πg(m1 +

√
m1m2)√

m1

k
k

,

v =
πg(m1 +

√
m1m2)

√
k

√
m1k

.

Hybnost spoč́ıtáme jako:
p = vm.

Tud́ıž hybnost misky spoč́ıtáme jako:

p =
πg(m1 +

√
m1m2)

√
k

√
m1k

m1,

p =
πg(m1 +

√
m1m2)

√
k
√
m1

k
.

Tuto hybnost bude mı́t koule po srážce a odrazu, tud́ıž rychlost spoč́ıtáme
snadno jako:

v =
p

m
,

v =
πg(m1 +

√
m1m2)

√
k
√
m1

km2

.
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Pomoćı toho už dráhu mı́čku spoč́ıtáme jako:

t =
v

g
,

t =
π(m1 +

√
m1m2)

√
k
√
m1

km2

.

A z toho dráhu jako:

h = vt− 1

2
gt2,

h = g

(
π(m1 +

√
m1m2)

√
k
√
m1

km2

)2

− 1

2
g

(
π(m1 +

√
m1m2)

√
k
√
m1

km2

)2

,

h =
1

2
g

(
π(m1 +

√
m1m2)

√
k
√
m1

km2

)2

.

Spoč́ıtali jsme tedy i do jaké výšky mı́ček odskoč́ı.
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10.3 M&M XXII. ročńık; 5. série; 3. úloha

Necht’ f je funkce definovaná na celé reálné př́ımce. Je známo, že se pak dá
zapsat jako součet dvou funkćı, z nichž jedna je sudá (má graf symetrický
podle osy y) a druhá je lichá (má graf středově symetrický podle počátku).
Dá se funkce f zapsat jako součet dvou funkćı, z nichž každá má graf osově
symetrický podle nějaké (ne nutně stejné) př́ımky?
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Přiznám se, že mě napadaly argumenty proč by to mělo i nemělo j́ıt.

Nejprve můžeme s jistotou určit, že určitě lze rozložit konstantńı funkce.
(představme si to na funkci y = 0, tak tam si můžeme představit 2 funkce,
které před 0 budou rovny 0 a pak se jedná vydá nahoru a druhá dol̊u pod
opačným úhlem).

Podle mě to ale nejde pro úplně všechny funkce, např́ıklad pro liché jako
x3, jelikož nikdy nebudeme schopni vymodelovat, to že na obě strany je č́ım
dál strměǰśı a nav́ıc jde až do nekonečna.

Moje úvahy předevš́ım vycházej́ı z pokus̊u, co jsem se pokoušel narýsovat
GeoGebře, všechno to ale byla pouze změt’ čar, takže je zbytečné to pre-
zentovat, jelikož je to nevysvětlitelné, měl jsem ale problémy, že když se mi
podařil nastavit kouśıček funkce správně, tak už nikdy nešel zbytek, ani po
pokusech upravit všechno možné, to mě vede k závěru, že to nejde.

Hlavńı d̊uvod je podle mě ten, že lichá funkce má určité vlastnosti, které
nikdy nebudeme schopni se 2 sudými funkcemi nasimulovat. Jelikož jedna z
našich sudých funkćı muśı reprezentovat onu sudou a druhá už sama lichou
nikdy nezastouṕı. Tud́ıž můj závěr je, že to nejde.
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10.4 M&M XXII. ročńık; 5. série; 4. úloha

Chytrý Honza se rozhodl zachránit zakletou matfyzačku, kterou unesla strašlivá
N-hlavá saň a hĺıdá ji ve svém doupěti pod Malostranským náměst́ım. Honza
nechce nic ponechat náhodě, a tak si připravuje taktiku, jak saň porazit. Ta-
ková N-hlavá saň se skládá ze dvou základńıch část́ı – krk̊u a uzl̊u. Každý krk
vždy spojuje dva uzly. Nejd̊uležitěǰśım uzlem je tělo. Z toho vyr̊ustá několik
krk̊u, na konci každého je uzel, ze kterého m̊uže vyr̊ustat několik krk̊u atd.
Každý uzel má úroveň, podle toho, jak daleko je od těla, tedy tělo je na úrovni
nula, uzly spojené s krkem jsou na úrovni jedna, uzly, které jsou dva krky da-
leko od těla jsou na úrovni dva a tak dále.

Honza chce saň zab́ıt t́ım, že j́ı postupně usekne všechny hlavy (to jsou
uzly, ze kterých nevede žádný krk do vyšš́ı úrovně). Jakmile sani zbývá jen
tělo, zemře. V každém kroku si Honza vybere jednu hlavu a usekne ji. Ale
ouha, sani hlavy dor̊ustaj́ı. Předpokládejme, že v K-tém kroku usekne Honza
hlavu u, označ́ıme si v uzel, ze kterého vede krk do u a S budeme ř́ıkat
celé struktuře krk̊u a uzl̊u, která vyr̊ustá z v (včetně v, ale bez u). Ještě
si označ́ıme w ten jediný uzel spojený krkem s v takový, že w je na nǐzš́ı
úrovni než v. Potom saň sice přijde o hlavu u, ale zároveň z w vyroste K
nových kopíı S. Usekne-li Honza hlavu, která vyr̊ustá př́ımo z těla, pak sani
nic nedoroste. Př́ıklad, jak m̊uže takové useknut́ı hlavy proběhnout, je na
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Obrázku 1b a 2. Krom dor̊ustáńı m̊uže hlava vzniknout z libovolného uzlu,
který přǐsel o všechny krky vedoućı do vyšš́ı úrovně. Ukažte, že Chytrý Honza
dokáže zab́ıt každou N-hlavou saň.
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Jeden z Honzových ćıl̊u by se dal označit jako st́ınat v́ıce hlav, než jich
doroste, nejprve si představ́ıme nějaké situace, kdy to p̊ujde lehce a poté si
ukážeme situace, to bude něco komplikovat.

Vycházejme ze saně, která je v zadáńı, zde se K = 3. Nejprve bych si
rozmnožil krky vyr̊ustaj́ıćı z těla. Rozdělme si krky na svazky levý, středńı,
pravý, podle toho jak vyr̊ustaj́ı z těla. Nyńı si vybereme nějaký krk z pro-
středńıho svazku. Osobně bych vybral ten nejv́ıce nalevo ve třet́ı úrovni. Poté
uř́ızneme jeden z levého svazku a poté ten druhý krk z levého svazku a je-
likož jsme na 3. tahu, tak tu máme dor̊ustáńı a dorostou nám tedy 3 hlavy,
vyr̊ustaj́ıćı př́ımo z těla, budeme mı́t tedy 1+3+1=5 krk̊u vyr̊ustaj́ıćıch z
těla. To nám už bude určitě stačit k tomu, abychom vždy usekly 2 hlavy a
při 3. uřezáváńım jsme mohli uř́ıznout hlavu vyr̊ustaj́ıćı z těla a tud́ıž, aby
žádná hlava nevyrostla, poté opět uř́ızneme 2 hlavy a opět hlavu vyr̊ustaj́ıćı
z těla a takto dokud saň neporaźıme.

Co by tedy mohla být pro Honzu největš́ı katastrofa. Představme si to
nyńı na malých č́ıslech, budeme mı́t tělo, z něho 1 krk, na něm hlavu a z
něho 5 krk̊u s hlavami. A K = 2. Jak vid́ıme, tak nemáme moc na vybranou.
Usekneme hlavu, poté druhou a budeme mı́t 2× struktur S o 3 hlavách. Což
jsme si na prvńı pohled moc nemohli. Zkoncentrujme se ale na 1 strukturu
S, usekneme j́ı 2 hlavy a budeme mı́t 1×S1 o třech hlavách a 2×S2 o jedné
hlavě (mysĺım samozřejmě v 2. úrovni pouze). Nyńı vždy usekneme onu 1
hlavu, na druhý tah nám bude zbývat ona hlava vyr̊ustaj́ıćı z těla, tud́ıž
nic se neděje. Totéž provedeme s druhou S2. A zbývá nám pouze 1 × S1 o
třech hlavách. Nyńı už je jasné, jak tuto strukturu už jednoduše zlikvidujeme
stejným zp̊usobem jako prvńı strukturu.

Jak vid́ıme, tak si takto porad́ıme s libovolnou strukturou, jelikož když
máme složité struktury, tak vždy nám hroźı že dostaneme daľśı hrozné struk-
tury, ale d̊uležité je, aby byly jednodušš́ı a jednodušš́ı. Všimněme si také,
že na prvńı pohled se situace na určitou chv́ıli stává ještě komplikovaněǰśı.
Nejd̊uležitěǰśı je ale z toho vyplývaj́ıćı poznatek, že at’ ale děláme cokoliv (at’

děláme sebevětš́ı chyby), tak nikdy si nemůžeme zablokovat cestu k v́ıtězstv́ı,
vždy tedy máme v́ıtěznou strategii a vždy t
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10.5 M&M XXII. ročńık; 5. série; 5. úloha

Zpracuj dvojici částic se spinem 1. To znamená:

1. Najdi vlastńı č́ısla a vlastńı vektory operátoru Ŝz (1b)

2. Napǐs posunovaćı operátory pro spin 1. (1b)

3. Najdi bázi, pro kterou budou mı́t matice operátor̊u kvazidiagonálńı tvar,
a popǐs, co je výsledkem. (1,5b)

4. Ukaž, že matice alespoň dvou operátor̊u jsou v této bázi skutečně kva-
zidiagonálńı. (1,5b)
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1) Neńı mi úplně jasné co má být v 1), jelikož v seriálu už vlastńı č́ısla
a vektory operátoru Ŝz už jsou, vlastńı č́ısla operátoru jsou Ŝz: ± h̄

2
. Vlastńı

vektory pak:

(
u1

0

)
a

(
0
v2

)
.

2) Posunovaćı operátory źıskáme jednoduše: σ+ = σx+iσy a σ− = σx−iσy.

σ+ =
h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

+ i
h̄√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 = h̄
√

2

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ,

σ− =
h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

− i h̄√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 = h̄
√

2

 0 0 0
1 0 0
0 1 0

 .
3)Nejprve si zvolme nějaký vektor jako bázi: (1, 0, 0) a aplikováńım po-

sunovaćıch vektor̊u dostaneme (0, 1, 0) a (0, 0, 1), což by měly být naše
bázové vektory. Jejich skalárńı součet je vždy 0, takže jsou kolmé. Dostali
jsme souřadnice normálńıho prostoru.

4) Principiálně to asi chápu, ale nespoč́ıtám to :/

Zoufalý pokus:

= h̄
√

2

 0 i 0
0 0 i
0 0 0

 ,

= h̄
√

2

 0 0 0
i 0 0
0 i 0

 .
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11 M&M XXII. ročńık 6. série

11.1 M&M XXII. ročńık; 6. série; 1. úloha

Každé přirozené č́ıslo26 obarv́ıme černě, nebo b́ıle tak, že součet každé r̊uznobarevné
dvojice je černý, zat́ımco součin je b́ılý.

a) Jakou barvu má součin dvou b́ılých č́ısel?

b) Charakterizujte všechna vyhovuj́ıćı obarveńı

26Nulu za přirozené č́ıslo nepovažujeme.
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Nejprve obarvěme všechna č́ısla na černo. Nyńı si si vyberme nějaké
č́ıslo větš́ı než 1, řekněme 3, to obarv́ıme na b́ılo. Nyńı postupně vezmeme
všechna č́ısla:

Nejdř́ıve 1: 1 · 3 = 3 a 1 + 3 = 4, 3 už b́ılá je 4 bude černá.
Dále 2: 2 · 3 = 6 a 2 + 3 = 5, 6 obarv́ıme na b́ılo, 5 bude černá.
3 samu se sebou násobit ani sč́ıtat nemůžeme.
Dále 4: 4 · 3 = 12 a 4 + 3 = 7, 12 obarv́ıme na b́ılo, 7 z̊ustane černá.

Takto můžeme pokračovat do nekonečna vyjde něco takového:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 . . .

Tučná č́ısla jsou černá a č́ısla označená kurźıvou (18, 36, 45) jsou součiny
2 b́ılých č́ısel, jak vid́ıme tak jsou černá.

Můžeme tedy udělat to, že všechna č́ısla zvoĺıme jako černá, poté zvoĺıme
jedno b́ılé a poté se nám ostatńı č́ısla sama vygeneruj́ı, stač́ı pouze proj́ıt
každé č́ıslo jedno po druhém a vynásobit ho s vybraným č́ıslem (třeba 3) a
dostaneme seznam b́ılých č́ısel.

Jde o to, že tato č́ısla (označme si je n) jsou vždy násobky 1. b́ılého č́ısla
(m), ale jelikož daľśı č́ısla dostáváme tak, že ho násob́ıme s černými, tak č́ıslo
n
m

by dalo m, ale jelikož už bylo obarveno na b́ılo, tak nám toto č́ıslo daľśı
b́ıle nevygeneruje a proto n z̊ustane černé. A součiny jiných b́ılých rovněž
vždy daj́ı černé, jelikož tato č́ısla jsou násobky m a proto jejich součin muśı
být tedy vždy černý.

Všimněme si, že když si vybere č́ıslo n, tak b́ıla č́ısla se nám periodicky
opakuj́ı po n a občas zde b́ılé č́ıslo chyb́ı a to vždy po n2. A naopak po n3 zde
opět b́ılé č́ıslo je a tak dále. . .

Zkoušel jsem i vybrat 2 č́ısla, ale poté, co jsem dokončil obarveńı na b́ılé,
pomoćı pravidla pro násobeńı, tak mi nesedělo pravidlo pro sč́ıtáńı.
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11.2 M&M XXII. ročńık; 6. série; 2. úloha

V lese o velikosti 40 poĺı stoj́ı 2 myslivci (trojúhelńıky) a před nimi prchaj́ı
2 lǐsky (kolečka). Lǐsky jsou velmi rychlé a chytré. Aby byl hon úspěšný, mys-
livci je muśı chytit. Každý z myslivc̊u se tedy v každém tahu posune o právě
jedno pole vodorovně či svisle, v pohybu po úhlopř́ıčce jim bráńı pravidelně
vysazený les. V tu chv́ıli přestává být pozice lǐsek bezpečná, proto se každá
z nich posune o právě jedno pole podle stejných pravidel jako myslivci. Nyńı
hon pokračuje opět pohybem myslivc̊u a dál se pohyb lǐsek a myslivc̊u pravi-
delně stř́ıdá. Lǐska je ulovena myslivcem, pokud se myslivec přesune na pole,
na kterém právě stoj́ı lǐska. Přesune-li se lǐska na pole, na kterém právě stoj́ı
myslivec, je též ulovena. Ulovená lǐska vypadává ze hry. Lǐsky mohou být ulo-
veny postupně. Poženou se myslivci za lǐskami donekonečna? Nebo lǐsky na-
konec podlehnou myslivc̊um, at’ se budou snažit sebev́ıc? Zjistěte, zda existuje
pro lǐsky neprohrávaj́ıćı nebo pro myslivce vyhrávaj́ıćı strategie a popǐste ji.
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Nejlepš́ı co mohou myslivci udělat je že spoj́ı a lǐsky ulov́ı postupně.

Řekněme, že nejprve ulov́ıme lǐsku napravo. Poté p̊ujde levý myslivec do-
prava a levý mu p̊ujde na pomoc. Dále jsou na tahu lǐsky, levá lǐska je nyńı
přitlačena ke zdi a může j́ı nahoru a nebo dol̊u a ani nic jiného dělat nemůže
jen nahoru a dol̊u, vždy se někam pohne a v daľśım tahu se opět myslivec
postav́ı na pole nalevo od ńı. Bude mı́t tedy opět pouze na výběr nahoru a
dol̊u a z̊ustane přitlačená ke zdi. Poté si už jen počkáme na druhého myslivce,
než k ńı přijde a zabije j́ı. Jelikož dojde řekněme doprostřed a poté už p̊ujde
pouze podle potřeby nahoru nebo dol̊u, lǐska je mrtvá.

Nyńı je potřeba zab́ıt druhou lǐsku. To už neńı tak těžké. Nejprve řekněme
že lǐska je kdekoliv (nejvýhodněǰśı pro ńı bude přij́ıt bĺıže, aby poté měla pro-
stor na ústup), myslivci budou v posledńı a předposledńı linii.

A nyńı se myslivec bĺıže dostane na stejnou řádku jako je lǐska následovně
k nim dojde druhý myslivec (tak jako tak je vždycky dojde, prostě p̊ujde k
nim lǐska nemůže ut́ıkat do nekonečna jelikož by ji došel les).

A nyńı si všimněme, že myslivci se nikdy nemohou dostat do polohy, že
by byli u sebe přes úhlopř́ıčku, ale pouze vedle sebe.

Vyrovnáme si tedy oba myslivce vedle sebe a nyńı maj́ı stejnou y-ovou
souřadnici jako zaj́ıc (y-ovou v kartézské soustavě). (Pokud by y-ová nesou-
hlasila tak j́ı prostě jednoduše dosáhneme jak jsme už řešili výše. (budeme
následovat lǐsku a za chv́ıli už nebude mı́t kam ut́ıkat))

Dále provedeme tah takový, že oba myslivce posuneme o 1 pole bĺıže
zaj́ıci, poté opět srovnáme se zaj́ıcem a opět postupujeme dále, pokaždé,
když souřadnice souhlaśı, tak se posouváme bĺıže.

Je jedno, že někdy budou
”
napřed“ myslivci a někdy zaj́ıc, jelikož vždy,

když bude souřadnice souhlasit, tak postupujeme. Zaj́ıc nás obej́ıt nemůže,
to jist́ı onen zadńı myslivec. Jelikož t́ım, že pronásledujeme jeho souřadnici
můžeme vždy být maximálně tah pozadu, ale d́ıky tomuto tahu se může
dostat za 1. myslivce nikoli však za druhého.
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11.3 M&M XXII. ročńık; 6. série; 3. úloha

Vzpomı́náte si, jak se tehdy rozbila klávesnice vašeho notebooku? Museli jste
použ́ıt softwarovou klávesnici v podobě obdélńıkové tabulky znak̊u, na které
jste psali pomoćı kurzoru, kterým jste pohybovali šipkami (spolu s Enterem
jediné funkčńı klávesy) (viz Úloha 4 v č́ısle 22.427). Klávesnice byla tenkrát
tak hloupě navržená, že jste psańım strávili dlouhé hodiny. Zkušenost to byla
natolik traumatizuj́ıćı, že jste se rozhodli navrhnout si vlastńı klávesnici, na
které p̊ujde psát i dlouhé texty rychle.

Chcete tedy navrhnout klávesnici o rozměru 8 × 8 znak̊u tak, aby nejmenš́ı
nutný počet stisk̊u šipek a Enteru k napsáńı zadaného textu28 byl co nejmenš́ı.
Klávesnice rozlǐsuje velká a malá ṕısmena (tedy L a l jsou dva r̊uzné znaky),
mezera a interpunkčńı znaménka (tečka, čárka, vykřičńık, otazńık) jsou také
plnohodnotné znaky, odřádkováńı ignorujte (tj. chovejte se k textu jako by byl
napsaný celý na jedné řádce). Počet bod̊u, které za řešeńı obdrž́ıte, se bude
odv́ıjet od toho, kolik je třeba stisk̊u kláves k napsáńı textu na vaš́ı klávesnici
(č́ım méně, t́ım lépe). Dále m̊užete dostat až dva body za vysvětleńı toho, jak
jste vaši klávesnici vytvořili.

27Do úlohy se nám bohužel vloudila chyba, nebot’ slovo ahoj v př́ıkladu lze napsat na
osm stisk̊u, ne na pět. Všem se moc omlouváme za zmateńı

28Text je k dispozici na následuj́ıćı adrese: https://mam.mff.cuni.cz/media/prilohy/
22-6-3-klavesnice_vstupni-text.txt
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Určitě nebude špatné, když si nejprve rozlož́ıme text na jednotlivé znaky.
A spoč́ıtáme jejich četnost: Celkem zde máme: 23 423 znak̊u. A 46 unikátńıch

Znak Počet % Pořad́ı Počet
’LF’ 206 0,88% 21 1

’ ’ 3327 14,20% 1 5
’.’ 322 1,37% 16 1

’A’ 65 0,28% 29 1
’C’ 110 0,47% 24 1
’D’ 34 0,15% 32 1
’E’ 28 0,12% 36 1
’F’ 16 0,07% 40 1
’H’ 1 0,00% 45 1
’I’ 63 0,27% 30 1
’J’ 6 0,03% 43 1
’L’ 33 0,14% 34 1

’M’ 56 0,24% 31 1
’N’ 132 0,56% 23 1
’O’ 8 0,03% 41 1
’P’ 87 0,37% 26 1
’Q’ 31 0,13% 35 1
’R’ 5 0,02% 44 1
’S’ 73 0,31% 28 1
’T’ 22 0,09% 38 1
’U’ 21 0,09% 39 1
’V’ 88 0,38% 25 1

’W’ 1 0,00% 45 1

Znak Počet % Pořad́ı Počet
’a’ 1448 6,18% 7 2
’b’ 290 1,24% 17 1
’c’ 739 3,16% 13 1
’d’ 537 2,29% 14 1
’e’ 2211 9,44% 2 4
’f’ 86 0,37% 27 1
’g’ 286 1,22% 18 1
’h’ 141 0,60% 22 1
’i’ 1899 8,11% 3 3
’j’ 34 0,15% 32 1
’l’ 1119 4,78% 9 2

’m’ 865 3,69% 11 1
’n’ 1203 5,14% 8 2
’o’ 802 3,42% 12 1
’p’ 410 1,75% 15 1
’q’ 267 1,14% 19 1
’r’ 1018 4,35% 10 2
’s’ 1555 6,64% 6 3
’t’ 1649 7,04% 5 3
’u’ 1869 7,98% 4 3
’v’ 229 0,98% 20 1
’w’ 24 0,10% 37 1
’y’ 7 0,03% 42 1

znak̊u s t́ım, že ’LF’ je znak pro odřádkováńı, který podle zadáńı nepotře-
bujeme takže máme 45 znak̊u - to je d̊uležitý údaj jelikož máme klávesnici
8 × 8 znak̊u, což je 64 znak̊u, máme tedy 19 volných mı́st (pro každý znak,
co se vyskytuje v textu potřebujeme bezpodmı́nečně klávesu).

Těchto 19 znak̊u je tedy třeba obsadil, ale nyńı vyvstává otázka které, je
jasné, že v úvahu přicháźı pouze 19 nejčetněǰśıch znak̊u - určitě nebudeme
dávat znak který naṕı̌seme 1× na 20 kláves. Prvńı co nás napadne je, že zde
prostě dáme 19 nejčetněǰśıch znak̊u na tyto klávesy, ale poté by znak který
je zde 267× krát bude zastoupený jako mezera, která je zde 3 327×. To by
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bylo krátkozrakém proto zde některé znaky asi budou i 3×.

Přiznám se, že jsem trochu experimentoval a že jsem zkoušel zapojit lo-
garitmy o r̊uzných základech a logaritmovat počty výskytu kláves, ale vždy
vzniklo to, co jsem popisoval výše. 19 zbylých kláves se rozdělilo mezi 19
nejčastěǰśıch. Což nechceme z již popsaných d̊uvod̊u.

Nakonec mě napadlo, že pouze vyděĺım všechny výskyty nějakou konstan-
tou, výsledky pak zaokrouhĺım a kde vypadne 0 tak ji nahrad́ım 1. Vše jsem
sč́ıtal a hrál si postupně s konstantou až při 610 mi součet vyšel 64. Počty
jsou v posledńım sloupečku tabulky.

Když jsem se pod́ıval, kolikrát zde bude zastoupena mezera a kolikrát ji
muśıme napsat, tak mi to přǐslo jako rozumné.

Odbočka: Co by bylo nejlepš́ı?

Teoreticky existuje poměrně jednoduchý algoritmus na najit́ı nejlepš́ı vari-
anty (jednoduchý na popsáńı). Nejprve vyřeš́ıme počty kláves - rezervujeme
1 bĺıže nespecifikované mı́sto pro každou klávesu, kterou budeme potřebovat.
Poté nám z̊ustane 19 zbylých, ty náhodně rozděĺıme mezi 19 nejčetněǰśıch
(klidně i všechny na jeden znak - všemi možnými zp̊usoby (Podmı́nka: Za-
stoupeněǰśı klávesa zde muśı být v́ıcekrát)).

Nyńı když máme vygenerované počty kláves, tak náhodně rozháźıme
znaky po klávesnici (samozřejmě vyzkouš́ıme všech 64! možnost́ı ;) :D). A
nyńı budeme psát daný text - budeme psát a když se dostaneme ke znaku,
který máme na klávesnici v́ıcekrát, tak se zastav́ıme a uděláme simulaci:
Zkuśıme j́ıt do každé možné klávesy (kde je požadovaný znak, co klávesa to
scénář) a odtud budeme dále psát text, pokud bude daľśı znak jen na jedné
klávese, tak p̊ujdeme ve všech scénář́ıch na ńı. Nyńı spoč́ıtáme kolik stisk̊u
bylo potřeba a vydáme se tou cestou. Pokud daľśı klávesa bude rovněž za-
stoupena v́ıcekrát, tak pouze stač́ı v každém scénáři vytvořit podscénáře a
celý postup rekurzivně opakovat.
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Nyńı tedy máme vygenerovanou klávesnici a máme spoč́ıtaný počet stisk̊u
kláves. Nyńı si ulož́ıme klávesnici do databáze a vygenerujeme si novou, poté
si budeme vždy pamatovat tu nejlepš́ı a zbytek zapomeneme.

Problém je, že náročnost výpočtu je něco jako:

64!·19!·nepěkný výpočet počtu stisk̊u kláves

Nepěkný proto, protože budeme muset simulovat všechny možné vari-
anty psańı a vyb́ırat nejlepš́ı. Co se týče výše napsané složitosti: tak to
asi zrovna moc nechceme (ve skutečnosti je to o něco jednodušš́ı (některé
možnosti můžeme předem vyloučit), ale ani tak nic pěkného). Pokud bychom
procházeli všechny možnosti nějak systematicky, tak se zaručeně dostaneme
k nejlepš́ımu možnému řešeńı.

Zpět k tématu

Máme tedy
”
vypoč́ıtané“ počty kláves a nyńı k jejich rozmı́stěńı. Co určitě

budeme cht́ıt je že dáme nejčetněǰśı znaky do prostředka, určitě tam nedáme
znak, který naṕı̌seme 1×, abychom o něj furt klopýtali.

Pokud bychom měli dělat nějakou klávesnici jen tak od oka, tak bych
udělal to, že začneme od nejméně zastoupených znak̊u a nejméně zastou-
pené znaky bych dával systematicky do roh̊u, když budeme psát, tak tak to
přežijeme, že 1× za 20 000 znak̊u budeme muset na kraj klávesnice, alespoň
se nám tam nebudou motat normálně.

1 2 3 4 5 6 7 8
1 W O D M F H
2 y j I U
3 L A
4
5
6 S N
7 T f C Q
8 R w P V E J
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Takto rozmı́st́ıme 24 znak̊u, které jsou zde nejméně četné, jak můžeme
vidět tak 4 nejméně použ́ıvané jsou úplně v rohu, poté 8 nejméně použ́ıvaných
v

”
druhé řadě“ a 12 ve

”
třet́ı“. V daľśı řadě už bychom dávali četněǰśı znaky,

které zde budou dvakrát, tud́ıž je potřeba je nedávat vedle sebe. Ještě ale
můžeme vyplnit okraje 8 daľśımi znaky, které nejsou tak časté, aby byly 2×
zastoupené.

1 2 3 4 5 6 7 8
1 W O D h v M F H
2 y j I U
3 L A
4 q d
5 g p
6 S N
7 T f C Q
8 R w P b . V E J

Zbývá nám ještě 32 volných kláves. Rozhodně nemůžeme postupovat
stejným zp̊usobem jako předt́ım, jelikož nyńı bychom mohli vyrovnat 5 stejných
kláves (např́ıklad mezer) vedle sebe a to nechceme. Mysĺım si, že mezi me-
zerami a stejnými znaky by měly být alespoň 2 až 3 znaky, ale zároveň
být dostupně, proto jsem je rozmı́stil relativně po kraj́ıch, daľśı jsou 4 e, ty
rozmı́st́ıme podobně do čtverce. i, u, t, s maj́ı 3 znaky tak je rozmı́st́ıme do
něčeho co ideálně připomı́ná trojúhelńık. posledńı dvojice znak̊u dáme proti
sobě do úhlopř́ıček a posledńı znaky dáme doprostřed. Vznikne toto:

1 2 3 4 5 6 7 8
1 W O D h v M F H
2 y j ”” s i ”” I U
3 L u e n l e u A
4 q t a m o r t d
5 g i s r c a s p
6 S ”” e l n e ”” N
7 T f t ”” u i C Q
8 R w P b . V E J

Co bych si rovnou vytkl je, že 14. nejčetněǰśı znak dávám ještě na kraj,
ale 13. je uprostřed, ale nev́ım jak tento nedostatek odstranit, ale celkově si
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mysĺım, že to bude sṕı̌s z těch lepš́ıch rozvržeńı.

Určitě si ale mysĺım, že pr̊uměrně bude počet potřebných stisk̊u okolo 4,
jelikož to je přibližně největš́ı vzdálenost, když se postav́ıme mezi 2 stejné
klávesy. Proč? Jelikož se většinou budeme pohybovat ve středu klávesnice,
kde je vysoká hustota četných znak̊u a t́ım pádem nebudeme nikdy tak daleko
od kláves jako

”
“ atd. A dále budeme mı́t výlety na kraj klávesnice poměrně

vyj́ımečné. Většinou se opět budeme zase vracet ke středu a nav́ıc je poměrně
velká šance, že pak bude nějaký znak, co je zde zastoupen v́ıcekrát a docela
solidńı šance že jedna z těch kláves nebude daleko. Dále bych ještě podotkl, že
ve středu je maximálńı vzdálenost k

”
“ 3, ale máme i solidńı šanci že to bude

méně. U ostatńıch četných znak̊u jako
”
e“, jsme na tom podobně. Proto si

mysĺım, že počet stisk̊u šipek by mohl být okolo 100 000. Jinak mimochodem,
počet stisknut́ı klávesy Enter bude konstantńı vždy tak jako tak a to 23 423.
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11.4 M&M XXII. ročńık; 6. série; 4. úloha

Určováńı polohy pomoćı GPS je založeno na přesném měřeńı času v družićıch.
Aby bylo určováńı přesné, je potřeba brát v úvahu i relativistické jevy, a to
dilataci času. Odvod’te, jak se změńı frekvence signálu vyśılaného družićı v
d̊usledku obecné teorie relativity (tedy změny potenciálu gravitačńıho pole).
Změńı se frekvence i kv̊uli jinému jevu? Vysvětlete.
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Přiznám se, že nejsem chod́ıćı encyklopedie (studium na MATFYZu mě
teprvě čeká), takže jsem si to musel vygooglit :D (Z paměti ty vzorečky fakt
neznám :D)

Hodně se mi ĺıbil článek na http://fyzika.jreichl.com/main.article/
view/1644-chyby-a-relativisticke-korekce

Nejprve změna potenciálu gravitačńıho pole:√
1− 2κM

(R + r)c2
−
√

1− 2κM

Rc2
.

Za den tato chyba čińı přibližně 45,7µs.

Dále bude platit následuj́ıćı relativistický zákon (to že kv̊uli pohybu sa-
telitu plyne čas jinou rychlost́ı):

1√
1−

(
v
c

)2
− 1 =

1√
1−

(
3880
3·108

)2

Dosazenou rychlost můžeme vygooglit nebo jednoduše dopoč́ıtat.

Jinak chyba za den by chyba byla 7,2 µs a chyba určeńı polohy by d́ıky
tomuto jevu činila 2100 m.

Jelikož je ale změna času d́ıky rychlosti záporná, tak celková změna bude:
45,7-7,2=38,5 µs

Krásně to můžeme vidět na ukradeném obrázku z již zmı́něné stránky na
začátku řešeńı29.

29http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1644-chyby-a-relativisticke-korekce
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Obrázek 7: Obrátek k relativistickým jev̊um, pro srovnáńı vyznačena ISS,
GPS a GEO.

Abych opět ještě citoval internetové zdroje tak:

”
Mezi daľśı jevy, které zp̊usobuj́ı daľśı nepřesnosti při určováńı času, patř́ı

např.:

1. trajektorie satelitu při jeho pohybu kolem Země nemá přesně tvar
kružnice (tj. nejedná se tedy přesně o pohyb po kružnici);

2. satelit se pohybuje zrychleným pohybem v gravitačńım poli Země, která
nav́ıc rotuje;

Satelit se pohybuje po kružnici, má tedy nenulové dostředivé zrychleńı;
proto se pohybuje zrychleným pohybem.

3. elektromagnetické vlněńı se pohybuje ze satelitu na Zem gravitačńım
polem, přičemž intenzita gravitačńıho pole směrem k Zemi roste - proto neńı
stálá velikost rychlosti š́ı̌reńı tohoto vlněńı;

Strana 192 z 346
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4. elektromagnetické vlněńı se nepohybuje k Zemi po úsečce, ale po zakřivené
trajektorii.

Právě uvedené vlivy jsou ale oproti výše uvedeným vliv̊um zanedbatelné,
a proto se daľśı korekce při určováńı času neprováděj́ı.“ - konec citace30

Dále ještě však ale muśıme poč́ıtat s daľśımi jevy kv̊uli tomu, že se satelit
pohybuje po obloze, tak muśıme poč́ıtat i s Doplerým jevem:

f = f0
v

v − vs,r
,

kde v je rychlost vln v dané látce a vs,r relativńı radiálńı rychlost zdroje v̊uči
pozorovateli (kladná rychlost znamená přibližováńı, záporná vzdalováńı).

Zaj́ımavé je, že u geostaciotárńıch družic (GEO) by tento problém nebyl.

Dále je zde ještě atmosféra, ta rovněž měńı rychlost š́ı̌reńı signálu a jak
bylo výše řečeno, zakřivuje ho.

Nakonec ještě může být nepatrná chyba na samotné družici, ale pouze
malá, jelikož zde jsou atomové hodiny.

30http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1644-chyby-a-relativisticke-korekce
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11.5 M&M XXII. ročńık; 6. série; 5. úloha

Vymyslete nějaký
”

zákon zachováńı“, který neplat́ı, a popǐste situaci, kdy
neplat́ı. Body dostanete dle náročnosti a originality.
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Dva př́ıklady jsou uvedeny už ve výchoźım textu a to zákon zachováńı
hmotnosti a zákon zachováńı mechanické energie.

Z wikipedie31:
Zákony zachováńı

U některých zákon̊u zachováńı nebylo nikdy pozorováno, že by byly (za
nějakých speciálńıch podmı́nek) porušeny. Mezi takové zákony lze zařadit
např.

Zákon zachováńı energie
Zákon zachováńı hybnosti
Zákon zachováńı momentu hybnosti
Zákon zachováńı elektrického náboje
Zákon zachováńı barevného náboje
Zákon zachováńı symetrie

Existuje také velká skupina zákon̊u, které jsou platné pouze za určitých
podmı́nek (např. při ńızkých rychlostech). Mezi takové zákony lze zařadit
např.

Zákon zachováńı hmotnosti (plat́ı pouze při ńızkých rychlostech)
Zákon zachováńı baryonového č́ısla, leptonového č́ısla apod. (viz

Zachovávaj́ıćı se veličiny základńıch interakćı)

Dále jsem se dočetl (odkázal se z tohoto článku), že pro slabou interakci se
nezachovává podivnost, izospin I, složka izospinu I3, v̊uně a hypernáboj. Pro
silnou interakci se nezachová Izospin I (složka izospinu I3 se však zachovává).

Co se týče zachovańı parit, tak se nezachová P, C, T, CP u slabé inter-
akce, ale CPT se zachovává.

Tud́ıž by neplatili zákony zachováńı těchto výše zvýšených veličin.

31https://cs.wikipedia.org/wiki/Zkon_zachovn
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Dále jsem pokračoval vyrabováńım anglické wikipedie32:

Conservation of rest mass (źıkon zachováńı hmotnosti)
Conservation of baryon number (See chiral anomaly) (baryonové č́ıslo)
Conservation of lepton number (In the Standard Model) (leptonové č́ıslo)
Conservation of flavor (violated by the weak interaction) (v̊uně)
Conservation of parity (parita)
Invariance under Charge conjugation (náboj - narušuj́ı slabé interakce)
Invariance under time reversal (časová symetrie - hlavně porušuje druhý

termodynamický zákon)
CP symmetry, the combination of charge and parity conjugation (equiva-

lent to time reversal if CPT holds) (toto mi neńı úplně jasné, ale co jsem se
dočetl, tak d̊usledkem je porušeńı nějakého postulátu standartńıho modelu)

To by jako výčet mohlo stačit. Hledal jsem, proč neplat́ı zákon zachováńı
baryonového č́ıslo a dočetl jsem se následuj́ıćı:

”
Baryonové č́ıslo by se mělo

zachovávat v téměř všech procesech standardńıho modelu. Součet baryo-
nového č́ısla všech částic vstupuj́ıćıch do reakce je stejný jako součet ba-
ryonového č́ısla částic v reakci vzniklých. Nicméně některé hypotetické pro-
cesy v částicové fyzice by měly baryonové č́ıslo narušovat. Př́ıkladem mohou
být některé procesy v elektroslabé interakci, nejběžněǰśım př́ıkladem je však
rozpad protonu, který by měl narušovat baryonové i leptonové č́ıslo. I přes
veškerou snahu fyzik̊u z Japonska, Kanady, USA i jiných zemı́ však dosud
rozpad protonu nebyl pozorován. V současnosti je stanoven pouze dolńı li-
mit jeho poločasu přeměny.“ - což mi je poněkud dlouhé, ale nev́ım jak to
zestručnit.

O leptonech jsem se na tuto tématiku dočetl obdobně:
”
Dnes v́ıme, že

ve Standardńım modelu se leptonové č́ıslo zachovává, pokud maj́ı neutrina
nulovou klidovou hmotnost. Byly však pozorovány neutrinové oscilace, které
jsou vysvětleńım dř́ıve pozorovaného ńızkého neutrinového toku ze Slunce.
Vı́me proto, že každé z leptonových č́ısel se zachovává pouze přibližně. Za-
chovává se však jejich součet. Mělo by tak být možno pozorovat Teoreticky
se uvažuje i o možnosti, že docháźı k rozpadu protonu. V takovém př́ıpadě
by se nezachovávalo ani toto souhrnné leptonové č́ıslo, ale ani baryonové
č́ıslo, které by při rozpadu kleslo z +1 na nulu. Pokusy na detektorech v

32https://en.wikipedia.org/wiki/Conservation_law
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Japonsku nebo v Kanadě, jako je např́ıklad Superkamiokande však prozat́ım
neprokázaly, že by k takovému rozpadu docházelo.“

Tud́ıž oba zákony maj́ı ledacos společného, třeba to že je porušuje rozpad
protonu, který je zat́ım pouze teoreticky předpovězený.

Podivnost
Podivnost se měńı se slabými interakcemi o ±1.

Izospin
V procesech elektromanetické interakce se hodnota izospinu může zvýšit nebo
sńıžit o jedničku.

Snažil jsem se naj́ıt ještě nějaké daľśı informace, ale už jsem nebyl na tolik
úspěšný, že by nalezený materiál přidal něco nového.
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12 FYKOS XXIX. ročńık 1. série

12.1 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; 1. úloha

Při elektrolýze vody v Hofmannově př́ıstroji je elektrolytem roztok kyseliny
śırové ve vodě. Hmotnost kyseliny v roztoku je prakticky konstantńı, ale jak
jǐz samotný název napov́ıdá, voda se postupně rozkládá na vod́ık a kysĺık. Tı́m
se zvyšuje zastoupeńı kyseliny v roztoku. Za jak dlouho stoupne hmotnostńı
zlomek kyseliny v roztoku na dvojnásobek, pokud roztokem procháźı proud I
= 1 A, p̊uvodńı hmotnostńı procento kyseliny bylo w0 = 5 % a objem roztoku
v nádobě byl p̊uvodně V0 = 2 l?
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Nejprve spoč́ıtáme kolik vody se muśı rozložit, p̊uvodńı procento kyseliny
je w0 = 5% my chceme w1 = 10%. V0 je roven 2 l. pokud je zastoupeńı
kyseliny v roztoku na začátku 5%. Je hmotnost kyseliny 100 g. Těchto 100 g
má tvořit 10%. Tud́ıž objem V1 je roven 1 l. Muśı se tedy elektrolýzou rozložit
1 l vody.

Dále v́ıme, že proud I = 1 A. Vı́me, že hmotnost vyloučené látky lze
spoč́ıtat jako m = A · I · t. A se dá spoč́ıtat jako A = Mn

Fv
Kde Mn je

molárńı hmotnost látky, F je Faradyova konstanta (= 96 485 C ·mol−1) a
v je počet elektron̊u nutný k vyloučeńı 1 molekuly (té p̊uvodńı). Když si
uděláme následuj́ıćı chemickou rovnici pro vylučováńı vody:

H2O + 2e→ H2 + O (25)

Jak vid́ıme, tak v tomto př́ıpadě je v rovno 2. Ted’ už muśıme spoč́ıtat jen
molárńı hmotnost vody a to je Mn = 18 (1+1+16). Ted’ můžeme vypoč́ıtat A:

A = Mn

Fv
= 18

96 485·2 = 9, 328 · 10−5 kg · C−1

Nyńı uprav́ıme vzorec m = A · I · t na t = m
A·I :

t = m
A·I = 1

9,328·10−5·1 ≈ 10 721 s = 2, 979 h.

Délka celého procesu tedy bude 2 h 58 min 41 s.

Strana 199 z 346
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12.2 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; 2. úloha

Ve vlaku, který se m̊uže pohybovat po kolej́ıch bez třeńı, stoj́ı 2 lidé, každý
s hmotnost́ı m. Kdy dosáhne vlak věťśı rychlosti? Když oba vyskoč́ı z vlaku
naráz, nebo když budou vyskakovat z vlaku postupně? Člověk vyskoč́ı z vlaku
relativńı rychlost́ı u (rychlost vyskakuj́ıćıho člověka v̊uči vlaku po výskoku).
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Už ze zadáńı vid́ıme, že vztah od kterého se bude vše odv́ıjet je Ek =
1
2
m · v2. Př́ıpad, kdy budou oba vyskakovat naráz si označ́ıme jako prvńı a

kdy postupně jako druhý.
Když někdo vyskoč́ı z vlaku rychlost́ı u, tak mu dodá energii Evys, pro

kterou bude platit:

Evys =
1

2
m · u2 (26)

Tento vztah plat́ı, jelikož rychlost se vztahuje k vlaku, ne k zemi(což nám
situaci značně usnadňuje).

Když se pod́ıváme na vztah pozorněj́ı, všimneme si, že neobsahuje nic
ohledně vlaku (v; m. . . ), což je logické, ale zmiňuji to zde, jelikož nám to
umožńı všimnout si zaj́ımavého faktu a to, že vždy bude dodána vlaku ener-
gie 2Evys. Nejprve bude hmotnost 2× větš́ı, tud́ıž 2Evys bude 2× větš́ı a poté
bude celá energie Evys dodána 2×. Tud́ıž výsledná dodaná energie bude vždy
2Evys. Z toho vyplývá, že výsledná rychlost by měla být v obou př́ıpadech
stejná.

Nyńı si to ještě můžeme ukázat trochu obecně:

Vlak nejprve pojede rychlost́ı v1 a má hmotnost m1. Oba lidé maj́ı hmot-
nost m2 a vyskakuj́ı rychlost́ı u.

Nejprve př́ıpad, kdy vyskakuj́ı najednou:
Evl = 1

2
m1 · v2

1

Evys1 = 1
2
2m2 · u2

E1 = Evl + Evys1
v1 =

√
2E1

m1

A když se pod́ıváme na druhý výskok (postupně):
Ev2 = 1

2
m1 · v2

1

Evys2.1 = 1
2
m2 · u2

Evys2.2 = 1
2
m2 · u2

E1 = Evl + Evys2.1 + Evy2.2

v2 =
√

2E2

m1

Když si to ale projdeme, zjist́ıme, že Evys1 = Evys2.1 +Evys2.2, tud́ıž E1 = E2

a tud́ıž v1 = v2.
Nezáviśı tedy na tom, jak budou osoby z vlaku vyskakovat, výsledná

rychlost bude stejně vždy stejná.
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12.3 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; 3. úloha

Zlatá koule má na vzduchu hmotnost m1 = 96,25 g. Při ponořeńı do vody
je vyvážena závaž́ım o hmotnosti m2 = 90,25 g. Rozhodněte, zda je předmět
dutý. Pokud ano, určete objem dutiny. Hustota zlata je %Au = 19,25 g ·cm−3,
hustota vody %H2O = 1,000 g · cm−3. Tı́hové zrychleńı je g = 9,81 m · s−2.
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c©Petr Šimůnek 2015&2016 Sb́ırka úloh Petra Šimůnka

Známe tyto hodnoty:
m1 = 96, 25 g = 0, 096 25 kg
m2 = 90, 25 g = 0, 090 25 kg
%Hg = 19, 25 g · cm−3 = 19 250 kg ·m−3

%H2O = 1, 000 g · cm−3 = 1 000 kg ·m−3

g = 9, 81 m · s−2

Z těchto zadaných hodnot můžeme snadno spoč́ıtat objem kouĺı (jejich plných
část́ı), který budeme dále potřebovat.
V = m

%

V1 = m1

%Hg
= 0,096 25

19 250
= 0, 000 005 m3

V1 = m2

%Hg
= 0,090 25

19 250
≈ 0, 000 004 688 m3

Dále spoč́ıtáme śıly F1 a F2 (ty budou rozd́ılem t́ıhových sil a vztlakových):
F1 = Fg1 − Fvz1
F2 = Fg2 − Fvz2
Fg = m · g
Fvz = V · % · g
Ft1 ≈ 944, 2 mN
Fvz1 ≈ 49, 1 mN
F1 ≈ 895, 2 mN
Ft2 ≈ 885, 3 mN
Fvz2 ≈ 46 mN
F2 ≈ 839, 4 mN
Když sečteme F1 a F2, dostaneme hodnotu 1 735 mN. Pokud však chceme
aby celá soustava z̊ustala v klidu potřebujeme, aby F1 + F2 = 0. V kouli se
tud́ıž muśı nacházet dutina. Jelikož v zadáńı nebylo uvedeno č́ım by měla být
př́ıpadná dutina vyplněna, budu poč́ıtat, že uvnitř koule je vzduchoprázdno.
Potřebujeme, aby dutina byla dostatečně velká, aby vyprodukovala śılu F3:
F3 − (F1 + F2) = 0
F3 = Fvz = V3 · %H2O · g
My potřebujeme znát V3:
V3 = Fvz

%H2O
·g = F1+F2

%H2O
·g = 1 735

1 000·9,81
≈ 0, 000 177 m3

Koule v sobě tedy má dutinu o objemu 177 cm3.
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12.4 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; 4. úloha

Představte si, že kolem Slunce ob́ıhá po kruhové dráze spojná čočka o pr̊uměru
rovném slunečńımu pr̊uměru, jej́ı̌z ohnisko ob́ıhá s dostatečnou přesnost́ı po
oběžné dráze Země. Určete, jak moc čočka Zemi sežehne během jednoho svého
oběhu (tj. kolik j́ı předá slunečńı energie), bude-li ob́ıhat kolem Slunce ve
vzdálenosti Merkuru, a porovnejte tento výsledek se stavem, kdy bude ob́ıhat
ve vzdálenosti Venuše.

Bonus: Uvažujte nav́ıc zatměńı, které čočka při oběhu zp̊usob́ı.
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Nejprve si uděláme náčrtek:

Obrázek 8: Slunce, čočka, ohnisko, Země

Jak můžeme z náčrtku 8 vidět, nalevo máme Slunce, z něho vycháźı paprsky,
které procháźı přes čočku a všechny se scházej́ı v ohnisku F, které se zároveň
shoduje s oběžnou dráhou Země. Předpokládáme, že všechny dráhy jsou kru-
hové.
Začneme t́ım, že si seṕı̌seme všechny nám dostupná data:
o znač́ı vzdálenost od středu Slunce (Oběžná dráha); v je normálně rychlost;

om = 5, 730 · 1010 m. . . . . . poloměr oběžné dráhy Merkuru
ov = 1, 082 · 1011 m. . . . . . poloměr oběžné dráhy Venuše
oz = 1, 496 · 1011 m. . . . . . poloměr oběžné dráhy Merkuru
vm = 5, 730 · 104 m · s . . . . rychlost Merkuru
vv = 3, 502 · 104 m · s . . . . rychlost Venuše
vz = 2, 978 · 104 m · s . . . . rychlost Země
rz = 6, 37 · 106 m. . . . . . . . poloměr Země
rz = 6, 96 · 108 m. . . . . . . . poloměr Slunce
P = 6, 3 · 107 W ·m−2. . . energie (světelná) vycházej́ıćı z 1 m2 slunce
S = 4πr2 . . . . . . . . . . . . . . . vzoreček na výpočet povrchu koule
S = 2πr2 . . . . . . . . . . . . . . . vzoreček na výpočet povrchu polokoule

r klasicky poloměr.
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V indexech: m Merkur; v Venuše; z Země; c čočka; vpm plocha polokoule
o poloměru oběžné dráhy Merkuru (vp jako virtuálńı polokoule); p výkon; eS
efektivńı plocha; zuh úhel země; zz zatměńı země.

Dále si seṕı̌seme daľśı zjednodušeńı, které provedeme, s čočkou budeme
poč́ıtat jako s plackou v tvaru kruhu a pr̊uměru Slunce. Se zemı́ budeme
rovněž poč́ıtat jako s plackou, poč́ıtáme s t́ım, že všechny dráhy jsou kru-
hové, některé malé úhly zcela zanedbáváme.

Nyńı budeme poč́ıtat jakou energii předá čočka do svého ohniska během
sekundy. K tomu nejprve muśıme znát plochu čočky, plochu země poč́ıtáme
pro pozděǰśı účely.
S = πr2

Sc = πr2
s ≈ 1, 523 · 1018 m2

Sz = πr2
z ≈ 1, 275 · 1014 m2

Tyto předměty tedy maj́ı nějakou plochu, jaké procento plochy však bu-
dou zab́ırat na obloze? 1 m2 vyzář́ı nějakou enerii, tato energie směřuje
nahoru a do stran, dol̊u však ne. Když budeme poč́ıtat jak se z určitého
bodu na Slunci š́ı̌ŕı energie do vesmı́ru a jaká energie zasáhne určitý objet
muśıme znát relativńı plochu, kterou zab́ırá objekt z pohledu určitého budu
na Slunci. Spoč́ıtáme tedy plochu polokouĺı s poloměrem námi poč́ıtaných
objekt̊u. (Zemi opět poč́ıtám pro pozděǰśı účely):
S = 2πr2

Svpm = 2πr2
m ≈ 2, 063 · 1022 m2

Svpv = 2πr2
v ≈ 7, 357 · 1022 m2

Svpz = 2πr2
z ≈ 1, 406 · 1023 m2

Nyńı spoč́ıtáme jaký poměr bude čočka z oblohy zab́ırat. Posledńı poměr
vyjadřuje jakou plochu zab́ırá na obloze Země:
ηvpm = Sc

Svpm
≈ 7, 383 · 10−5

ηvpv = Sc
Svpv
≈ 2, 070 · 10−5

ηvpz = Sc
Svpt
≈ 9, 068 · 10−10

A nyńı budeme poč́ıtat jakou energii Slunce vyzář́ı, jelikož vid́ıme pouze po-
lokouli, spoč́ıtáme plochu této polokoule a jakou produkuje energii.
2S = πr2

Sps = 2πr2
s ≈ 3, 044 · 1018 m2

Ps = Sps · P ≈ 1, 918 · 1026 J · s−1

A když nyńı vynásob́ıme tento údaj námi zjǐstěnými poměry (efektivity),
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zjist́ıme kolik slunečńıho zářeńı dopadne na čočku (ta ho všechno zkoncent-
ruje na Zemi), popř́ıpadě Zemi.
P = Ps · η
Pm = Ps · ηvpm ≈ 1, 416 · 1022 J · s−1

Pv = Ps · ηvpv ≈ 3, 970 · 1021 J · s−1

Pz = Ps · ηvpz ≈ 1, 739 · 1017 J · s−1

Když nyńı známe energii která se koncentruje v ohnisku čočky, spoč́ıtáme,
jak dlouho bude ohnisko čočky přecházet přes Zemi. Nejprve potřebujeme
znát délku oběžné dráhy, známe rychlost oběhu, tud́ıž budeme moci snadno
spoč́ıtat délku oběhu a z této délky oběhu pak už bude pouze kr̊uček k úhlové
rychlosti:
d = 2πo
dom = 2πom ≈ 3, 6 · 1011 m
dov = 2πov ≈ 6, 8 · 1011 m
doz = 2πoz ≈ 9, 4 · 1011 m
t = d

v

tm = dm

vm
≈ 6, 283 · 106 s

tv = dv

vv
≈ 1, 942 · 107 s

tz = dz

vz
≈ 3, 156 · 107 s

ω = 2π
t

ωm = 2π
tm
≈ 1, 000 · 10−6 rad · s−1

ωv = 2π
tv
≈ 3, 235 · 10−7 rad · s−1

ωz = 2π
tz
≈ 1, 991 · 10−7 rad · s−1

Potřebujeme však znát ještě jednu posledńı věc a to, jaký úhel zab́ırá Země
na oběžné dráze a jaký úhel oběžné dráhy je zakryt zatměńım (tady je asi
největš́ı zanedbáńı v celých mých výpočtech a to, že zanedbávám částečné
zatměńı):
ωzuh = 2rz

doz
· 2π ≈ 8, 516 · 10−5 rad

ωzz = 2rs

doz
· 2π ≈ 9, 304 · 10−3 rad

Nyńı zjist́ıme čas podle následuj́ıćıho vzorce: t = ωzuh
ωz−ωm/v

. Když chceme

spoč́ıtat jak dlouho bude Země bez světla, ωzuh nahrad́ıme ωzz a pokud bu-
deme poč́ıtat s t́ım, že čočka a Země nebudou ob́ıhat Slunce ve stejném, ale
opačném směru ωz − ωm/v nahrad́ıme ωz + ωm/v: tm1 = ωzuh

ωz−ωm =≈ 106 s
tmz1 = ωzz

ωz−ωm
=≈ 11 617 s

tv1 = ωzuh

ωz−ωv
=≈ 688 s

tvz1 = ωzz

ωz−ωv
=≈ 74791 s

tm2 = ωzuh

ωz+ωm
=≈ 79 s
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tmz2 = ωzz

ωz+ωm
=≈ 7 759 s

tv2 = ωzuh

ωz+ωv
=≈ 163 s

tvz2 = ωzz

ωz+ωv
=≈ 17803 s

Když se v indexu vyskytuje 1, tak čočka let́ı ve stejném směru jako Země,
př́ıpadě 2 ve směru opačném. Jestliže se vyskytuje v indexu z jedná se o dobu
zatměńı Země.
Když ted’ známe jakou energii čočka za sekundu koncentruje čočka v ohnisku
a čas přechodu ohniska přes Zemi i dobu zatměńı Země, vynásob́ıme tyto dvě
hodnoty a zjist́ıme jakou energii čočka Zemi předá.
E = P · t
Em1 = Pm · tm1 ≈ 1, 501 · 1024 J
Emz1 = Pz · tmz1 ≈ 2, 020 · 1021 J
Ev1 = Pv · tv1 ≈ 2, 731 · 1024 J
Evz1 = Pz · tvz1 ≈ 1, 301 · 1022 J
Em2 = Pm · tm2 ≈ 1, 119 · 1024 J
Emz2 = Pz · tmz2 ≈ 1, 349 · 1021 J
Ev2 = Pv · tv2 ≈ 6, 471 · 1023 J
Evz2 = Pz · tvz2 ≈ 3, 096 · 1021 J

Pokud se tedy pod́ıváme na výsledky, zjist́ıme zaprvé, že energie předaná
čočkou je vždy minimálně 200× větš́ı než ztráta zp̊usobená zatměńım. Pro
zpracováńı výsledk̊u (škod) můžeme tuto hodnotu zanedbat, jelikož celkové
d̊usledky zmı́rńı naprosto minimálně. Dále se dá skutečně ř́ıct, že by čočka
Zemi skutečně sežehla. Větš́ı energii čočka předá, když je ve vzdálenosti
Venuše, sice nepředává tolik energie během jedné s, p̊usob́ı však výrazně déle
a tud́ıž výsledná energie je skoro 2× větš́ı. Dále jak se dá logický předpokládat
tak když letěla Země a čočka v opačném směru, tak byla předaná energie
menš́ı. Jinak jak vid́ıme, nár̊ust energie je opravu razantńı, např́ıklad jeden
přechod čočky u Venuše dodá Zemi energii srovnatelnou 5 let normálńıho
zářeńı a u Venuše dokonce 10 let!

Přinejmenš́ım by se Země ohrála o několik ◦C (globálně), sṕı̌se ale deśıtek
či stovek, což by znamenalo katastrofu. Dále by na mı́stě kde by se ener-
gie koncentrovala mohly vzniknout velké teploty a pravděpodobně by podle
mého názoru mohlo doj́ıt i termojaderné f̊uzi a explozi celé atmosféry. Oproti
tomu by byla obě zatměńı (před a po) o délce až 10 hodin svým efektem za-
nedbatelná.
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12.5 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; 5. úloha

Pokud by někdo snědl 5 µg izotopu cesia 137Cs, za jak dlouho bude mı́t v těle
pouze 0,04 % p̊uvodńıho množstv́ı částic tohoto izotopu? Předpokládejme, že
cesium 137Cs má poločas rozpadu 30,42 let a jeho biologický poločas (tedy
doba, za kterou se z těla vylouč́ı právě polovina p̊uvodńıho množstv́ı látky)
je přiblǐzně 15 dńı. Zjistěte také, kolik částic se do té doby stihne v těle
radioaktivně rozpadnout.
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Známe tyto hodnoty:
m = 5µg (izotopu cesia 137Cs)
c2 = 0, 04% = 0, 000 4
T 1

2
= 30, 42 let ≈ 11 111 dnu

B 1
2

= 15 dnu

Z těchto údaj̊u vyplývá, že za den se z těla vylouč́ı 1
15

atomů 137Cs a rozpadne
se 1

11 111
atomů 137Cs. Z těchto č́ısel vid́ıme, že většina atomů se ztrat́ı tak,

že budou prostě vyloučeny. Tento fakt můžeme zapsat takto: T 1
2
� B 1

2
.

Rozhodl jsem se proto, že při výpočtu rozpadaj́ıćı se atomy zanedbám. Kon-
centrace c2 atomů 137Cs muśı klesnout na 0,04 %. Tud́ıž (1− 1

15
− 1

11 111
)n =

155 539
166 665

n
= 0, 000 4.

155 539
166 665

n
= 0, 000 4

n log 155 539
166 665

= log 0, 000 4

n= log 0,000 4
log 155 539

166 665

n= 113, 25 dni

Za tuto dobu tedy klesne hladina atomů v těle na 0,04%. A to kolik částic
se stihne rozpadnout v těle vypoč́ıtáme integrálem. Nejprve však potřebujeme
funkci a ta nám bude vyjadřovat, kolik atomů se v těle rozpadne. Pokud se
v těla rozpadne za den 1

11 111
všech atomů a funkce jenž nám vyjadřuje počet

atomů v těle je 155 539
166 665

n
pak hledaná funkce fx je fx = 1

11 111
· 155 539

166 665

n

∫ 113,25

0
fxdx (27)

∫ 113,25

0

1

11 111
· 155 539

166 665

n

dx (28)

Bohužel, Integrál se mi vypoč́ıtat nepovedlo. Proto alespoň přikládám
obrázek 9 z http://www.wolframalpha.com/, jak je vidět, pro 0 nabývá
hodnoty přibližně 0,000 085 a pro 113,25 se hodnoty bĺıž́ı 0. Tud́ıž integrál
má vyj́ıt přibližně 0,000 085, což je však pouze jaký zlomek atomů se roz-
padne. atomy 137Cs maj́ı hmotnost 136,907 u. 1 u = 1.661 · 10−27 kg. 1 atom
má tedy hmotnost m = 2, 273·10−25 kg. m = 5µg je 0,000 005 kg = 5·10−6 kg.
0,04% z této hmotnosti je 2 · 10−9 kg. Tuto hmotnost ještě muśıme vynásobit
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Obrázek 9: Integrál

výsledkem našeho integrálu, pak dostaneme hodnotu: 1, 7 · 10−13 kg. Pokud
tuto hmotnost vyděĺıme váhou 1 at, dostaneme počet atomů: 7, 479 · 1011

atomů. 99,96% atomů se tedy vylouč́ı během 113,25 dn̊u a za tu dobu se
v těle stihne rozpadnout 7, 479 · 1011 atomů. Tento výsledek můžeme d́ıky
nepřesnosti výpočtu integrálu zaokrouhlit na 7, 5 · 1011 atomů.

Nı́že je můj pokus o integrováńı, ṕı̌si to zde sṕı̌se jen proto, že bych rád
věděl, kdy jsem udělal chybu, za jej́ı př́ıpadné najit́ı děkuji :-).

1

11 111

∫ 113,25

0

155 539

166 665

n

dx (29)

Fx =
1

11 111
· (

155 539
166 665

n

ln155 539
166 665

+ C) (30)

x = F0 − F113,25 (31)

F0 =
1

11 111
· (

155 539
166 665

0

ln155 539
166 665

+ C) (32)

F113,25 =
1

11 111
· (

155 539
166 665

113,25

ln155 539
166 665

+ C) (33)
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x =
1

11 111
· (

155 539
166 665

0

ln155 539
166 665

+ C)− 1

11 111
· (

155 539
166 665

113,25

ln155 539
166 665

+ C) (34)

x =
1

11 111
· ((

155 539
166 665

0

ln155 539
166 665

+ C)− (
155 539
166 665

113,25

ln155 539
166 665

+ C)) (35)

x =
1

11 111
· (

155 539
166 665

0

ln155 539
166 665

+ C −
155 539
166 665

113,25

ln155 539
166 665

− C) (36)

x =
1

11 111
· (

155 539
166 665

0

ln155 539
166 665

−
155 539
166 665

113,25

ln155 539
166 665

) (37)

x =
1

11 111
· (

155 539
166 665

0 − 155 539
166 665

113,25

ln155 539
166 665

) (38)

x =
1

11 111
· (

1− 155 539
166 665

113,25

ln155 539
166 665

) (39)
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12.6 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; P úloha

Jistě jste někdy slyšeli (alespoň třeba ve filmu) o tom, že je nebezpečné se
potápět ve velkých hloubkách a ihned poté cestovat letadlem. Pokud člověk
toto udělá, hroźı mu tzv. dekompresńı nemoc. Popǐste co nejpřesněji, jaké
fyzikálńı procesy v lidském těle při této

”
nemoci“ prob́ıhaj́ı (jak přesně obecné

fyzikálńı zákony v tomto konkrétńım př́ıpadě p̊usob́ı) a proč jsou pro člověka
nebezpečné. Je pro lidi nebezpečná i opačná posloupnost akćı, tedy cestováńı
letadlem a následné potápěńı? (Při řešeńı m̊užete využ́ıvat všechny dostupné
zdroje informaćı, ale následně muśıte problém popsat vlastńımi slovy!)
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O tomto tématu jsme již věděl něco dř́ıve (knihy, dokumentárńı filmy,
škola), proto nejsem schopen zde uvést všechny zdroje. Nejv́ıce mi však při
aktuálńım vyhledáváńı posloužili tyto zdroje:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Dekompresni_nemoc [1]
https://cs.wikipedia.org/wiki/Henryho_zakon [2]
https://en.wikipedia.org/wiki/Decompression_sickness [3]
https://ru.wikipedia.org/wiki/azbuka [4]
http://www.aquatic7.cz/medicina10.html [5]3334

Sńıžeńı tlaku zp̊usob́ı, že plyn, který byl doposud pod tlakem (rozpuštěný v
krvi, tkáńıch) se začne uvolňovat. Z uvolněného plynu se začnou tvořit bub-
linky (homogenńı směs přestává být homogenńı). Tyto bublinky se mohou
zač́ıt formovat na libovolném mı́stě, kde dojde k poklesu tlaku. Bublinky
mohou fyzicky narušit tkáně (mozek) nebo ucpat cévy (embólie(pĺıce, srdce,
mozek)). To může mı́t trvalé následky nebo dokonce smrt. Bublinky často
bývaj́ı tvořeny duśıkem. ([1], [3], [5])

Bublinky vznikaj́ı takto:
Množstv́ı plynu, rozpuštěného v kapalině záviśı na tlaku plynu na povrchu
kapaliny. Pokud je tlak vzduchu v pořádku (nijak razantně se neměńı). Hla-
dina rozpuštěného plynu v krvi je normálńı a nic zásadńıho se neměńı (v
našem př́ıpadě sledujeme předevš́ım rozpuštěný duśık (ten dělá často největš́ı
problémy), ale když řekneme, že hĺıdáme hladinu plynu, chybu neuděláme).
V př́ıpadě, že se tlak na kapalinu začne měnit, začne se plyn z kapaliny
uvolňovat (vypařovat) v př́ıpadě člověka toto proběhne na jediném mı́stě,
kde se krev střetává se vzduchem a to jsou pĺıce. Pĺıce však maj́ı jen ome-
zené možnosti a plyn se může z krve odpařovat pouze nějakým maximálńım
objemem na nějaký čas. V př́ıpadě, že pokles tlaku je tak prudký a tak velký,
že pĺıce nejsou schopny v ten moment odvádět dostatek odpařeného plynu,
plyn si najde jiný zp̊usob a to, že se začne uvolňovat rovnou v krvi (ob-
dobný proces můžeme samozřejmě vidět i kapalin jiných než krev i mimo
člověka). Krev začne vř́ıt. Přibĺıžit si můžeme tento proces i v naš́ı kuchyni,

33chtěl bych se omluvit za jednu drobnou chybu, ale nepodařilo se mi nijak rozumně
dostat adresy z webu cs.wikipedia.org, jelikož adresy po zkoṕırováńı často obsahuj́ı % a
ty se mi nepodařilo v \url{} vysázet samostatně a druhá zp̊usob obsahuje znaky s čárkou
(á, ı́. . . ), které se mi rovněž nepodařilo vysázet. Tud́ıž většina adres neńı úplně správně
napsána.

34([1], [3], [5]) Znamená jaké zdroje byly požity (volný překlad, část informace, nezávislé
potvrzeńı, zjednodušeńı textu (vlastńı slova). . . )
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dáme hrnec na plotnu a zapneme j́ı, nejprve se vodńı pára uvolňuje pouze
z hladiny. Po překročeńı určité hranice, se však začnou vytvářet bublinky
př́ımo v objemu hrnce. Zat́ımco v hrnci tyto bublinky prostě utečou, v těle
to nejde (jde, ale pomalu), většina bublinek je moc velkých na to aby mohly
b́ıt vyloučeny přes pĺıce a tak z̊ustávaj́ı v krevńım řečǐsti (nebo jich je to-
lik, že to přes skĺıpky prostě nest́ıhaj́ı). Bublinky se přichycuj́ı na destičky a
červené krvinky a leṕı je dohromady (vzniká tromb). Jak už trochu vyplývá
z předchoźı věty, často se stane to, že bublinky jsou větš́ı než plicńı skĺıpky,
pak často následuje ucpáńı plicńıho kĺıpku. Bublinka ale může vzniknou i na
jiném nevhodném mı́stě a ucpat žilku na srdci nebo mozku. . . (stav se nazývá
trombóza) Bublinky mohou rovněž vznikat i mimo krevńı řečǐstě, všude tam,
kde je až př́ılǐs malý tlak. [4]

Názorné př́ıklady, rady, zaj́ımavosti. . .
V hloubce 20 m je tlak 3 at, to znamená, že v krvi bude rozpuštěno 3× v́ıce
duśıku (samozřejmě až po nějakém času) ([4])
Rychlost výnoru by neměla být větš́ı než 18 m·min−1. [4]
Duśık se ukládá v krvi a tkáńıch postupně, tud́ıž rychlost vynořováńı je
ovlivněna i dobou strávenou pod vodou a hloubkou. ([1], [3], [4], [5])
Můžeme použ́ıt směsy vzduchu obsahuj́ıćı menš́ı pod́ıl duśıku.([1], [3], [4], [5])
Muśıme si dávat pozor zda nejsme riziková skupina (stař́ı lidé, nemocńı, ast-
matici. . . ) ([1], [3], [4], [5])

Fy zákony:
sledujme zde závislost varu kapaliny a rozpustnosti plyn̊u v kapalině v závislosti
na vněǰśım tlaku.
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12.7 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; E úloha

Změřte mı́stńı t́ıhové zrychleńı alespoň dvěma odlǐsnými metodami. Tyto me-
tody následně zevrubně porovnejte.
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Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo tvoř́ı hmotný bod zavěšený na nehmotném závaž́ı

Pro periodu T matematického kyvadla délky l plat́ı:

T = 2π

√
l

g
(40)

Perioda T je doba jednoho kmitu.

T = 2τ (41)

(τ je doba jednoho kyvu)

Ve vztahu pro periodu dostaneme:

g =
4π2l

T 2
=
π2l

r2
(42)

Matematické kyvadlo realizujeme závaž́ım zavěšeným na tenkém vlákně.

Obrázek 10: α < 15◦ (Při větš́ım úhlu by vznikaly větš́ı nepřesnosti.)

Náš předpoklad je g = 9, 81 m · s−2

Při měřeńı jsem použil:
stojan s držákem, kovovou kuličku, tenké vlákno, metr, stopky
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Naměřené hodnoty byly následuj́ıćı:

i l
m

l0τ
s

τ
s

g1

m·s−2
∆g1

m·s−2

1 0,5 7,08 0,708 9,84 0,03
2 0,6 7,78 0,778 9,78 0,03
3 0,7 8,39 0,839 9,81 0,00
4 0,8 8,98 0,898 9,79 -0,02
5 0,9 9,53 0,953 9,78 -0,03
6 1 10,02 1,002 9,83 0,02
7 1,1 10,54 1,054 9,77 -0,04
8 1,2 10,96 1,096 9,86 0,05
9 1,3 11,47 1,147 9,75 -0,06

10 1,4 11,81 1,181 9,91 0,09∑
98,14 0,38

∅ 9,81 0,04

g1 = (9, 81± 0, 04) m · s−2 (43)

δg1 =
∆g1

g1

=
0, 04

9, 81
≈ 0, 4% (44)

Měřeńı t́ıhového zrychleńı z doby volného pádu

Když upust́ıme těleso, tak dráhu spoč́ıtáme jako dráhu rovnoměrně zrych-
leného pohybu:

s = v0 · t+
1

2
a · t2 (45)

V našem př́ıpadě se v0 = 0 m · s−1. Tud́ıž a vyjádř́ıme jako:

a =
2s

t2
(46)

V našem př́ıpadě by se mělo a = g = 9, 81 m · s−2.

Při měřeńı jsem použil:
kovovou kuličku, metr, stopky
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Naměřené hodnoty byly následuj́ıćı:

i l
m

t
s

g2

m·s−2
∆g2

m·s−2

1 1,5 0,58 8,90 -1,00
2 1,7 0,59 9,75 -0,14
3 1,9 0,58 11,44 1,54
4 2,1 0,68 9,13 -0,77
5 2,3 0,65 10,89 1,00
6 2,5 0,76 8,62 -1,27
7 2,7 0,70 10,97 1,07
8 2,9 0,79 9,28 -0,61
9 3,1 0,75 11,13 1,24

10 3,3 0,86 8,84 -1,06∑
98,95 9,70

∅ 9,89 0,97

g2 = (9, 89± 0, 97) m · s−2 (47)

δg2 =
∆g2

g2

=
0, 97

9, 89
≈ 9, 8% (48)

Závěr:

Předpokládaná hodnota gravitačńıho zrychleńı byla g = 9, 81 m · s−2. Nám
vyšlo g1 = 9, 81 ± 0, 04 m · s−2 a g2 = 9, 89 ± 0, 97 m · s−2 (přesnosti měřeńı
byly δg1 ≈ 0, 4% a δ ≈ 9, 8%). Pokud bychom tedy měli porovnat zp̊usoby
měřeńı, už na prvńı pohled vid́ıme, že přesněǰśı byl ten prvńı, to předevš́ım
proto, že námi měřený časový úsek byl deľśı tud́ıž námi zp̊usobené časové
chyby se tak neprojevily (stejně tak jako technická omezeńı stopek). V druhém
př́ıpadě bychom mohli zvětšit měřenou dráhu, pak by se ale projevilo třeńı,
což by výsledek taktéž značně znepřesnilo. Když už jsme se dostali k třeńı, tak
si mysĺım, že prvńı měřeńı bylo třeńım ovlivněno pouze minimálně, zat́ımco
to druhé mohlo být ovlivněno třeńım o něco v́ıce. Pokud bych si tedy měl vy-
brat které měřeńı použiji, abych dostal přesněǰśı hodnotu, použil bych medu
matematického kyvadla.
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12.8 FYKOS XXIX. ročńık; 1. série; S úloha

a. Na rozehřát́ı a seznámeńı se s č́ısly zjistěte, do jaké výšky byste mohli
zdvihnout pr̊uměrného člověka (70 kg), využijete-li celou energii běžné tyčinky
Mars (okolo 250 Cal pro 50 g tyčinku). Také vypočtěte, jaká energie je kBT
při pokojové teplotě a vyjádřete ji také v elektronvoltech (pokud neznáte tako-
vou jednotku energie, vězte, že je to energie, kterou źıská elektron při urych-
leńı na rozd́ılu potenciál̊u 1 V, a č́ıselně 1 eV = 1,602 · 10-19 J).

b. Se stavovou rovnićı se dá hodně cvičit. Když namı́sto počtu částic
použijete molárńı množstv́ı n, dostanete

pV = nNAkbT

kde se součin NAkbT znač́ı R a nazývá se univerzálńı plynová konstanta.
Určete jej́ı hodnotu. Také dále upravte stavovou rovnici do tvaru, ve kterém
se vyskytuje hmotnost plynu, a potom do tvaru obsahuj́ıćıho hustotu plynu.

c. Určete objem molu plynu při pokojové teplotě. Toto č́ıslo je užitečné
znát zpaměti.

d. Nakonec trochu úvahová úloha. Povšimněte si, že v diskusi o práci
ideálńıho plynu jsme automaticky použili tlak plynu. Zkuste sebe a mě přesvědčit,
že je to ten správný tlak – já bych totǐz namı́tal, že jsme mohli použ́ıt okolńı
tlak nebo dokonce rozd́ıl tlak̊u vně a uvnitř. Hodnoceńı této části bude mı́rné,
nebojte se zamyslet a napsat cokoli, na co přijdete.
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1.1)

1 cal ≈ 4 185 J = c
n = 250 cal
mtycinka = 50 g = 0, 05 kg
mclovek = 70 kg
g = 9, 81 m · s−2

Ec = Ep

c · n = mclovek · h · g
h = c·n

mclovek·g
h = 4 185·250

70·9,81
≈ 1 524 m

1.2)

Nejprve muśıme spoč́ıtat součin kBT (T je pokojová teplota)
kB

.
= 1, 38 · 10−23 J ·K−1

t = 20◦C = 293, 15 K

E= kB · T
E= 1, 38 · 10−23 · 293, 15
E= 4, 05 · 10−21 J

Dále v́ıme, že 1 eV = 1, 602 · 10−19 J. Energie kBT je tedy při pokojové
teplotě 4,05·10−21

1,602·10−19 = 0, 025 eV.

2.1)

Stavovou rovnici pV = kBNT si uprav́ıme do tvaru pV = nNAkBT a nás
bude zaj́ımat součin NAkB jenž lze rovněž označit jako R. NA je Avogadrova
konstanta a má hodnotu 6, 022 140 857 ·1023 mol−1. Násob́ıme 2 konstanty, R
se tud́ıž vždy rovná: R ≈ 6, 022 · 1023 · 1, 38 · 10−23 ≈ 8, 31 J ·K−1 ·mol−1.

2.2)

Abych do stavové rovnice dostal hmotnost plynu, požiji na začátek základńı
tvar stavové rovnice: pV = kBNT . N je počet částic, pokud si zavedeme
daľśı proměnnou (označme si ji m1 castice), která bude vyjadřovat hmotnost 1
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částice v př́ıpadě, že všechny částice budou mı́t stejnou hmotnost (v př́ıpadě,
že všechny částice nebudou mı́t stejnou hmotnost bude vyjadřovat hmotnost
pr̊uměrnou). Z toho vyplývá, že součin N ·m1 castice (počet částic · hmotnost 1
částice) bude vyjadřovat hmotnost plynu. Celý tento postup můžeme zapsat
takto:

pV = kBNT
pV m1 castice = kBNTm1 castice

m=Nm1 castice

pV m1 castice = kBTm
m= pV m1 castice

kBT

2.3)

K následuj́ıćımu úkolu můžeme využ́ıt nám j́ıž známé vyjádřeńı:m = pV m1 castice

kBT
.

Vı́me, že % = m
V

. % plynu si tedy vyjádř́ıme takto:

m= pV m1 castice

kBT

%= m
V

%=
pVm1 castice

kBT

V

%= pV m1 castice

kBTV

%= pm1 castice

kBT

Jak vid́ıme, tak ze stavové rovnice nám krásně vypadl objem; hustotu
plynu tedy spoč́ıtáme: % = pm1 castice

kBT
.

3)

Opět budeme vycházet ze stavové rovnice: pV = kBNT . Tu si uprav́ıme tak,
že nám bude vyjadřovat objem: V = kBNT

p
.

kB
.
= 1, 38 · 10−23J ·K−1

N = 1 mol = 6, 022 · 1023 atomu
t = 20 ◦C
T = 293, 15 K
N = 101 325 Pa
Stač́ı tedy pouze dosadit do vzorečku (můžeme si povšimnou toho, že kBN
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by šlo rovněž nahradit R):

V = kBNT
p

= 1,38·10−23·6,022·1023·293,15
101 325

≈ 0, 024 m3 = 24 l.
Pokud by nás zaj́ımalo, proč se toto č́ıslo neschoduje s objemem molu ideálńıho
plynu (22, 4 l), tak je to proto, jelikož tato konstanta je definována pro t =
0 ◦C (T = 273, 15 K), zat́ımco by jsme spoč́ıtali s pokojovou teplotou (A já
mám v pokoji přibližně 20 ◦C).
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13 FYKOS XXIX. ročńık 2. série

13.1 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; 1. úloha

Na ledě běž́ı potkan rychlost́ı v. Najednou se rozhodne, že se chce otočit o 90◦

tak, aby po otočeńı běžel pořád rychlost́ı o velikosti v, ale v novém směru. Jaký
nejmenš́ı čas na to potřebuje? Předpokládejte, že potkańı nožičky se mohou
po ledě pohybovat nezávisle; koeficient třeńı mezi nožičkami a ledem je f.
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Budu předpokládat, že potkan je hmotný bod pohybuj́ıćı se po ledě,
schopný vyv́ıjet konstantńı śılu F daným směrem. Pokud chceme, aby zatočil
o 90◦ nějakým směrem, muśıme provést vlastně 2 operace: Zastavit ho v jed-
nom směru a urychlit v druhém. Pokud bychom si to zanesli do kartézské
soustavy souřadnic, umı́st́ıme v2 na x a v1 na y, potřebujeme pak, aby po
rozkladu vektoru F dostali stejné vektory na x-ové ose i na y-ové ose. Nav́ıc
y-ová složka muśı být opačná k v1 a x-ová muśı být souhlasná s v2. Viz
náčrtek:

Obrázek 11: vektory v1; v2 (v1 = v2) a F

Dále v́ıme, že mezi potkanem a ledem je smykové třeńı f . A dále je nám
známo, že Ft = f · Fg. A a = F

m
; v = a · t Z toho vyplývá: v = F

m
· t. To

můžeme upravit na: t = v·m
F

Nyńı śılu nahrad́ıme třećı silou, co produkuje
potkan: t = v·m

f ·Fg → t = v·m
f ·m·g → t = v

f ·g . To by byl výsledek, kdybychom

chtěli aby potkan zastavil, jelikož nám však śıla p̊usob́ı pod nějakým úhlem
(jak bylo výše odvozeno), muśıme ještě celý čas vynásobit

√
2. Tud́ıž:

t =
√

2 · v

f · g
(49)
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13.2 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; 2. úloha

Občas nastane stav, kdy je nominálńı hodnota minćı nǐzš́ı, než jejich výrobńı
náklady. Mějme dvě mince vyrobené ze slitiny zlata a stř́ıbra. Prvńı má
pr̊uměr d1 = 1 cm, druhá d2 = 2 cm, obě maj́ı tloušt’ku h = 2 mm. Menš́ı
mince při ponořeńı do nádoby se rtut́ı klesne ke dnu, zat́ımco věťśı mince se
začne vynořovat. Ponoř́ıme-li do rtuti obě mince, menš́ı na věťśı, budou se
v kapalině vznášet. Určete, kolik hmotnostńıch procent stř́ıbra obsahuje věťśı
mince, jestlǐze menš́ı je celá zlatá.

Bonus: Jak se změńı výsledek úlohy, pokud menš́ı mince m̊uže obsahovat
i stř́ıbro?
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Důležité údaje:

d1 = 1 cm = 0, 01 m
d2 = 2 cm = 0, 02 m
h = 2 mm = 0, 001 m
%Hg = 13, 534 g · cm3 = 13 534 kg ·m3

%Au = 19, 29 g · cm3 = 19 290 kg ·m3

%Ag = 10, 49 g · cm3 = 10 490 kg ·m3

Také se budou hodit vzorečky:

Fg =m · g
Fvz =V · % · g
V =π r2 · h
m =V · %

Nejprve spoč́ıtáme śılu jakou bude p̊usobit menš́ı mince Tu spoč́ıtáme
jako Fg − Fvz:
V1 = π · d2

1 · h
m1 = V · %Au = %Au · π · d2

1 · h
Fg = m1 · g = %Au · π · d2

1 · h · g
Fvz = V · % · g = π · d2

1 · h · %Hg · g
F1 = Fg − Fvz = %Au ·π ·d2

1 ·h ·g − π ·d2
1 ·h ·%Hg ·g = π ·d2

1 ·h ·g ·(%Au−%Hg)
F1 = π · d2

1 · h · g · (%Au − %Hg)
A jelikož na sobě mince plavou, tak v́ıme, že: F2 − F1 = 0. To znamená,

že F2 Má opačný směr. Tud́ıž Fg < Fvz. A vyplývá tedy: Fvz − Fg = F1.
V2 = π · d2

2 · h
m2 = V · ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag]) = π · d2

1 · h · ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag])
Fg = m2 · g = π · d2

1 · h · ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag]) · g
Fvz = V · % · g = π · d2

2 · h · %Hg · g
F2 = Fvz − Fg = π ·d2

2 ·h ·%Hg ·g − π ·d2
1 ·h · ([n ·%Au] + [(1−n) ·%Ag]) ·g =

= π · d2
2 · h · g · [%Hg − ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag])]

A nyńı máme rovnici F1 = F2:
π · d2

1 · h · g · (%Au − %Hg) = π · d2
2 · h · g · [%Hg − ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag])]

d2 = 2d1

(%Au − %Hg) = 4 · [%Hg − ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag])]
%Au − %Hg = 4%Hg − 4n · %Au − 4 · (1− n) · %Ag
%Au − %Hg = 4%Hg − 4n · %Au − 4 · %Ag − 4n%Ag
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%Au + 4%Ag − 5%Hg = − 4n%Au − 4n%Ag
%Au + 4%Ag − 5%Hg = − 4n · (%Au − %Ag)
%Au− 5%Hg+4%Ag

%Au−%Ag
= − 4n

n = −%Au +4%Ag− 5%Hg
4(%Au−%Ag)

n = −19 290 +4·10 490− 5·13 534
4(19 290−10 490)

≈ 0, 182

V minci je tady 18,2% zlata.

Pokud dovoĺıme, aby byl pod́ıl zlata v 1. minci k, pak bude platit:
m1 = V · ([k%Au] + [(1− k)%Ag]) = π · d2

1 · h · ([k%Au] + [(1− k)%Ag])
Fg = m1 · g = π · d2

1 · h · g · ([k%Au] + [(1− k)%Ag])
F1 = Fg − Fvz = π · d2

1 · h · g · ([k%Au] + [(1− k)%Ag])− π · d2
1 · h · %Hg · g =

= π · d2
1 · h · g · [([k%Au] + [(1− k)%Ag])− %Hg]

A opět k rovnici F1 = F2

π · d2
1 · h · g · [([k%Au] + [(1− k)%Ag])− %Hg] = π · d2

2 · h · g · [%Hg − ([n · %Au] +
[(1− n) · %Ag])]
d2 = 2d1

[([k%Au] + [(1− k)%Ag])− %Hg] = 4[%Hg − ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag])]
k%Au + (1− k)%Ag − %Hg = 4%Hg − 4[n · %Au]− 4[(1− n) · %Ag]
k%Au + %Ag − k%Ag − %Hg = 4%Hg − 4n%Au − 4%Ag − 4n%Ag
k%Au + 5%Ag − k%Ag − 5%Hg = − 4n%Au − 4n%Ag
k%Au + 5%Ag − k%Ag − 5%Hg = − 4n(%Au − %Ag)
n = −k%Au+5%Ag−k%Ag−5%Hg

4(%Au−%Ag)

A když nyńı dosad́ıme k = 1, tak dostaneme: n = −%Au+4%Ag−5%Hg
4(%Au−%Ag)

. Což

je stejná rovnice jako předt́ım.

Pokud bychom ještě chtěli ř́ıci, že 2. mince má b-krát větš́ı objem vypa-
dala by rovnice takto:
π · d2

1 · h · g · [([k%Au] + [(1− k)%Ag])− %Hg] = π · d2
2 · h · g · [%Hg − ([n · %Au] +

[(1− n) · %Ag])]
V2 = b · V1

[([k%Au] + [(1− k)%Ag])− %Hg] = b[%Hg − ([n · %Au] + [(1− n) · %Ag])]
k%Au + (1− k)%Ag − %Hg = b%Hg − b[n · %Au]− b[(1− n) · %Ag]
k%Au + %Ag − k%Ag − %Hg = b%Hg − bn%Au − b%Ag − bn%Ag
k%Au + (1 + b)%Ag − k%Ag − (1 + b)%Hg = − bn%Au − bn%Ag
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k%Au + (1 + b)%Ag − k%Ag − (1 + b)%Hg = − 4n(%Au − %Ag)
n = −k%Au+(1+b)%Ag−k%Ag−(1+b)%Hg

b(%Au−%Ag)

A pokud nyńı dosad́ıme b = 4 a k = 1, dostaneme: n = −k%Au+4%Ag−5%Hg
4(%Au−%Ag)

,

což je stejná rovnice jako na začátku. Výsledná rovnice tedy je:

n = −k%Au + (1 + b)%Ag − k%Ag − (1 + b)%Hg
b(%Au − %Ag)

(50)

Kde k je poměr zlata ku stř́ıbru v prvńı minci a n je poměr zlata ku stř́ıbru
v druhé minci. b je pod́ıl objemů druhé a prvńı mince (kolikrát je 2. mince
větš́ı). %Au hustota zlata, %Ag hustota stř́ıbra a %Hg hustota rtuti.
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13.3 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; 3. úloha

Z rakety ob́ıhaj́ıćı po kružnici ve výšce h = 2 000 km nad Zemı́ hod́ıme směrem
k Zemi nebohý šroubovák rychlost́ı v = 5 km · h−1 v̊uči lodi. Za jak dlouho
dopadne?
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Předpokládejme, že p̊uvodńı trajektorie lodě byla kruhová. Pak druhý
Kepler̊uv zákon zp̊usob́ı, že dráha šroubováku se změńı na elipsu. Tud́ıž ze
začátku bude šroubovák chv́ılemi dokonce i výše než na začátku. Šroubovák
se bude k zemi přibližovat na 2 mı́stech. Šroubovák bude pomalu klesat a
to rychlost́ı 5 km · h−1. A bude klesat a klesat, dokud nezačne p̊usobit at-
mosféra, což se stane okolo výšky 100 km. Takže šroubovák muśı klesnout o
1 900 km. Což odpov́ıdá 380 h (necelých 16 dn̊u, reálně sṕı̌se 14, kv̊uli třeńı,
co jsme dř́ıve zanedbali).

Co se stane reálně můžeme otestovat ve hře Kerbal Space Program :-D

A tak jsem to otestoval, vytvořil jsem si kosmickou stanici a vynesl ji
na dráhu, která se, co nejv́ıce podobala zadáńı, rozpojil jsem moduly (moje
stanice měla celé 2!) a jeden jsem urychlil směrem k zemi. A pustil zrychleńı
času. Po 30 dnech se nic nestalo a nic nenaznačovalo tomu, že by se něco
mělo změnit, dokonce hrozilo, že se moduly časem znovu sraźı. A už v̊ubec
ne, že by se mělo nějaké těleso přibĺıžit zemi. Obě trajektorie se prot́ınaly v
mı́stě, kde jsem tělesu doval rychlost a na druhé straně Země.

Asi to bude nějak souviset s druhým Keplerovým zákonem.

To co jsem psal na začátku je špatně kv̊uli tomu, že vektor rychlosti
neńı permanentńı, je to pouze impuls. Nakonec by šroubovák možná spad za
milióny let kv̊uli třeńı (jelikož i zde je stále atmosféra).
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13.4 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; 4. úloha

Máme optickou soustavu tvořenou třemi polopropustnými zrcadly v jedné ose
za sebou. Každé zrcadlo by samo o sobě polovinu dopadaj́ıćıho zářeńı propus-
tilo a polovinu odrazilo. Jaká část světla celkově projde naš́ı optickou sousta-
vou?

Bonus: Vyřešte úlohu pro n zrcadel.
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Uděláme si náčrtek a abychom se v tom takto vyznali, představ́ıme si,
že na zrcadla sv́ıt́ıme trochu pod úhlem, tak aby nám paprsky nesĺıvali do
jednoho.

Obrázek 12: 3 zrcadla

Jak vid́ıme tak napravo budeme sč́ıtat nekonečnou řadu:

1

8
+

1

16
+

1

32
+ . . . =

1

4
. (51)

Rovněž si můžeme všimnout, že pokud se pod́ıváme na situaci po prvńıch
pár odrazech, tak prostředńı zrcadlo v podstatě vypadá ze hry a paprsky se
odrážej́ı pouze mezi krajńımi zrcadli s t́ım, že s každým odrazem ztráćı na
každé stráně 1

4
všeho světla co zbylo, celkem tedy polovinu. Z toho vyplývá,

že na každou stranu se přesně polovina zbylého světla. A vzhledem k tomu,
že jsme (do té doby, než jsme schopni aplikovat tento postup ztratili 5

8
nalevo

a vyzářila se 1
8

napravo a zbývaj́ı nám ještě 2
8
. Zjǐst’ujeme, že 2

8
se rozděĺı na

polovinu a k 1
8

nám napravo přibude 1
8

a máme 2
8

= 1
4
.

Pro n zrcadel to je asi 1
n+1

.
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13.5 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; 5. úloha

Mirkovi během zimńıch měśıc̊u přǐslo, že má doma na čteńı př́ılǐs šero.
Usmyslel si proto, že nechá do zdi pokoje vybourat otvor pro daľśı okno.
Nejdř́ıv se ale vydal do sklářstv́ı koupit okenńı tabulku. Moc se mu ĺıbila
jedna kruhová, ale ještě než ji koupil, potřeboval prozkoumat, jestli neńı sklo
př́ılǐs křivé (vypuklé). Položil tabulku na dokonale rovnou skleněnou desku na
pultě obchodu a pozoroval duhové kroužky, které vznikly kolem středu tabulky
interferenćı kolmo dopadaj́ıćıho b́ılého světla na vzduchové mezeře mezi skly.
Mirek náhodně vybral dva sousedńı červené kroužky (λ ≈ 700 nm) a prav́ıtkem
změřil jejich pr̊uměry dk = (10,5 ± 0,5) mm a dk+1 = (13,0 ± 0,5) mm.
Na základě těchto údaj̊u už dokázal určit poloměr křivosti kruhového skla.
Určete ho i vy a zamyslete se nad t́ım, s jakou přesnost́ı byl stanoven.

Pozn: jediná úloha, co jsem ten rok neřešil.
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13.6 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; P úloha

Představte si, že za vámi přijde inteligentńı sedmileté d́ıtě a zeptá se:
”

A co je
to ta supravodivost?“ Co všechno byste ho museli naučit a co vše mu postupně
vysvětlit, abyste mu tento jev teoreticky mohli objasnit bez užit́ı

”
ľźı dětem“

(Význam pojmu
”

lež dětem“ m̊užete naj́ıt v kńı̌zce Věda na Zeměploše; zjed-
nodušeně se jedná o vysvětleńı, které neńı úplně pravdivé, ale má pomoci
danou věc alespoň zhruba pochopit, klasicky třeba představa atom̊u jako ma-
linkatých, pevných kuliček) na odborné úrovni? Řešeńı zkuste rozpracovat co
nejv́ıce.
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Bude záležet na tom jak moc chceme zacházet do detail̊u a jestli chceme
jen vědět, co je supravodivost nebo i vědět k čemu je dobrá. Na začátek ale
bude určitě potřeba elektřina, pak možná malá odbočka k ńızkým teplotám
a a pokud budeme cht́ıt alespoň základy užit́ı, tak se asi bez magnetické
indukce neobejdeme.

Tak na začátek: Co je to elektřina. Ve stěnách máme dráty a těmi chod́ı
elektrika a d́ıky tomu můžeme do zásuvky strčit lampu a ona sv́ıt́ı. Ano?
Tak těm drát̊u se odborně ř́ıká vodiče. (Ted’ nev́ım jestli 7-leté děti znaj́ı
elektrony). Těmi nám jde proud, a ten proud tvoř́ı elektrony, elektrony jsou
malé částice, tak malé, že je nikdo nevid́ı. A maj́ı takovou speciálńı vlastnost,
že jsou nabité, (ted’ by se dalo o nic pov́ıdat dále, př́ıklady, jako blesky atd.
ale asi bych pokračoval a dyštak se k tomu vrátil později). Elektrony nám
tedy proud́ı t́ım vodiček a tomuto proudu se skutečně ř́ıká proud. Nemaj́ı to
ale jednoduché, a protože když se něco pohybuje, vždy to jde jen s trochou
námahy a to samé plat́ı pro ně při pohybu ve vodiči a této vlastnosti se ř́ıká
odpor. A pak je tu ještě 3. veličina které se ř́ıká napět́ı, která jakoby táhne
(nebo tlač́ı) elektrony. Máme tedy 3 veličiny:

Proud: č́ım větš́ı je proud t́ım v́ıce elektron̊u nám teče vodičem, č́ım menš́ı
je proud t́ım méně elektron̊u nám teče vodičem.

Odpor: č́ım větš́ı je odpor t́ım méně elektron̊u nám teče vodičem, č́ım
menš́ı je odpor t́ım v́ıce elektron̊u nám teče vodičem.

Napět́ı: č́ım větš́ı je napět́ı t́ım v́ıce elektron̊u nám teče vodičem, č́ım
menš́ı je napět́ı t́ım méně elektron̊u nám teče vodičem.

A posledńı co potřebujeme vědět je, že když jakýkoliv elektron procháźı
vodičem, ta jelikož tam je ten odpor, tak se ten vodič s každým elektronem
trochu zahřeje, ne moc, ale těch elektron̊u tam je hodně takže nakonec se ten
vodič přeci jen trochu zahřát může. S t́ım se nám ještě poj́ı posledńı zmı́něná
vlastnost a to, že když se vodič zahřeje tak se zvýš́ı odpor, tud́ıž pak může
proudit méně elektron̊u, ale to nechceme.

Dále je ještě potřeba ř́ıci si něco o ńızkých teplotách. Nı́zké teploty nejsou
takové, jako, když venku padá sńıh a nám je zima, to jsou teploty výrazně
menš́ı. (Nev́ım, co všechno malé děti pochoṕı, jedna z věci, co mě napadá je
ř́ıci, že už i atomům je taková zima, že se ani nehýbaj́ı, ale nev́ım jek moc to
splňuje zadáńı; ale asi nemá cenu zacházet hluboko do podrobnost́ı). Bav́ıme
se o takových teplotách, když, kdyby někdo vešel do takové zimy, tak by tam
během pár sekund umrzl.
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Když ale dáme do takové zimy vodič a pust́ıme j́ım proud, tak vodič na-
jednou nebude mı́t skoro žádný odpor a tud́ıž nám elektrony budou proudit
takřka sami a nemuśıme jim ani moc pomáhat. A daľśı věc je, že d́ıky malému
odporu se nám vodič skoro ani nezahř́ıvá.

Nakonec si ještě krátce můžeme povědět, kde toho můžeme využ́ıt (vzhle-
dem k tomu, že to je sedmileté d́ıtě, můžeme předpokládat, že už po druhé
větě byla jeho pozornost někde jinde a do třet́ı věty nic, z toho, co jsem napsal
nebylo posloucháno, ale už to dokonč́ıme). Tak zaprvé, když potřebujeme,
aby nám nějaký proud proudil bez ztrát (to by mělo být jasné). A dále pak
u elektrických magnet̊u (to co je magnet snad v́ı), elektrický magnet funguje
tak, že je to vlastně vodič namotaný na nějaký kov a když do vodiče pust́ıme
proud, tak se to celé začne chovat jako magnet. Toho se hodně využ́ıvá v
moderńı vědě, jelikož d́ıky tomu, že je vodič supravodivý, tak do něj můžeme
pustit v́ıce proudu a on je pak výrazně silněǰśı než kdyby supravodivý nebyl.
Všechny nejsilněǰśı magnety na světě jsou vyrobeny takto.

Nakonec bych se ho (pokud do té chv́ıle neuteklo), jestli tomu rozumı́ a
pak bych se mu snažil vysvětlit, to co nepochytilo.
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13.7 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; E úloha

Kupte si v lékárně šumivý celaskon nebo cokoliv, co se podává v tabletách
určených k rozpuštěńı ve vodě. Změřte, jak dlouho trvá rozpuštěńı jedné
tablety v závislosti na teplotě vody, do které ji hod́ıte. Diskutujte př́ıčiny a
vymyslete, proč je pozorovaná závislost taková.
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Doba rozpuštěńı šumivé tablety GS extra C

V experimentu jsem měřil jak dlouho bude trvat rozpuštěńı tablety GS extra
C.

Úkol: Budeme se experimentálně snažit vypátrat závislost délky roz-
pouštěńı tablety na teplotě vody.

Pomůcky: sklenice o objemu 300 ml, voda z kohoutku, rychlovarná kon-
vice, led, stopky, teploměr a bratr (někdo ṕıt musel).

Postup: Postup je jednoduchý: Připrav́ıme vodu o požadované teplotě
(pr̊uběžně měř́ıme teplotu a promı́cháváme, dokud neńı teploty dosaženo,
teploty dosahujeme pomoćı horké vody z konvice nebo přidáváńım ledu).
Vhod́ıme tabletu a měř́ıme čas dokud se tableta nerozpust́ı.

Snažil jsem se zajistit, aby při rozpouštěńı každé tablety byly podmı́nky
pevně definované, tud́ıž jsem počkal až se teplota ustálila a sklenice prochladla
nebo prohřála, dále jsem radši pokaždé sklenici d̊ukladně opláchl.

Pak jsem se vrhl na samotné měřeńı, měl jsem představu, že udělám pár
měřeńı nějak rovnoměrně a pak se budu zaj́ımat o části, kde by se mohlo
něco odehrávat. Naměřil jsem následuj́ıćı hodnoty:

i t
◦C

t
s

1 16,0 64,0
2 85,0 35,0
3 41,5 38,5
4 36,5 42,0
5 22,0 54,0
6 4,0 140,0
7 18,5 60,0
8 27,0 49,0
9 11,5 73,0
10 7,5 90,0

Tabulka 14: naměřené hodnoty
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Nepřesnosti: Hlavńı nepřesnost zp̊usoboval teploměr, jeho přesnost od-
haduji na 2◦C. Dále také nemusela být konstantńı teplota u pokus̊u s ledem.
A to v pr̊uběhu experimentu, jelikož led se rozpouštěl sṕı̌se nepředv́ıdatelně
a teplota koĺısala, tud́ıž, zde bych přidal k nepřesnosti 1◦C. A také mohly
být rozd́ılné teploty u dna a na hladině i přes mé mı́cháńı (nemohl jsem
mı́chat v pr̊uběhu experimentu), opět bych přidal k nepřesnosti 1◦C. Tud́ıž
svoji nepřesnost teploty odhaduji na 4◦C.

Dále se obt́ıžně měřil čas a to z toho d̊uvodu, že bylo těžké definovat, kdy
tam tableta ještě je a kdy už neńı, závěrečné stádium tablety vypadalo tak,
že se utvořilo něco jako oplatka a to se pak nějak náhodně rozpadlo. Někdy
se tableta rozpadla rychleji někdy pomaleji. Také všechny tablety nejsou
vyrobeny stejně. A nakonec nějakou chybu vytvář́ım já. Odhaduji celkovou
nepřesnost měřeńı času na 5 s.

Dále když jsem experiment připravoval, zajǐst’oval jsem rovnoměrnou tep-
lotu ve sklenici t́ım, že jsem vodu mı́chal teploměrem. Potom, co jsem hodil
tabletu do sklenice jsem už dále vodu mı́chat nemohl, kv̊uli proud̊um, které
by mohli ovlivnit rozpad tablety. Dále také nemusela být teplota po dobu
experimentu fixńı, jelikož sklenice nebyla izolována.

Jelikož se jednalo o chemickou reakci, nab́ıźı se nám, že mohlo jednat o
exotermńı ne endotermńı reakci. To mohlo v mı́stě kde se tableta nacházela
rovněž měnit teplotu. Nakonec neńı k opomenut́ı ani to, že tableta měla vždy
pokojovou teplotu.
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Když si naneseme hodnoty do grafu dostaneme následuj́ıćı závislost:

Obrázek 13: Data&Graf

Z těchto dat např́ıklad můžeme s jistotou ř́ıci, že se tableta nikdy neroz-
pust́ı za 30 s.

Rádi bychom však tyto body proložili nějakou křivkou, chtěl jsem je
proložit exponenciálou, ale bohužel Gnuplotu vždy přeteče nějaká hodnota
a nedař́ı se mi ho přesvědčit, aby mu tato hodnota nepřetékala.

Interpretace dat: Určitě dává smysl, že při vyšš́ı teplotě se tableta roz-
poušt́ı rychleji. Tableta se rozpoušt́ı tak, že do ńı postupně narážeńı atomy
vody a postupně se z tablety uvolňuj́ı atomy. Jak vid́ıme, tak od 20◦C už
rychlost rozpouštěńı moc neroste (už se bĺıž́ı k maximu), podle mě bude
tato závislost souviset s rychlost́ı atomů a s energii, s jakou atomy vody do
tablety narážej́ı (a s t́ım, že při vyšš́ı teplotě je i v́ıce srážek). Tato rychlost
se nebude zvyšovat lineárně, ale s druhou mocninou. Také bude mı́t svoji roli
určitě stavba tablety a jej́ı tvar, s t́ım bude souviset, že tableta se nedokáže
rozpustit dř́ıve než za 30 s. Při teplotách bĺıž́ıćıch se 0◦C pak reakce takřka
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přestane. Bohužel ted’ nemrzne a nejsem schopen připravit prostřed́ı s tep-
lotou pod bodem mrazu, ale teoreticky pokud bychom pak položili tabletu
na kus ledu, Měli bychom se bĺıžit stavu, kdy se nestane nic. A v papinově
hrnci bychom se měli bĺıžit k času 30 s.

Závěr: Takovouto závislost pozorujeme jelikož kinetická energie molekul
vody (jako každé kapaliny) nar̊ustá s druhou mocninou rychlosti. Tableta se
nemůže však rozpustit dř́ıve než za 30 s kv̊uli své vnitřńı stavbě a tvaru.
Přesnou rychlost reakce vyjadřuje rychlostńı rovnice.

d[C]

dt
= k(T )[A]n

′
[B]m

′
(52)

[X] označuje koncentraci látky ([A], [B], [C]), a k(T) rychlostńı konstanta,
která je závislá na ostatńıch faktorech, pro nás je d̊uležité, že předevš́ım na
teplotě. Exponenty n’ a m’ jsou takzvané řády reakce, ty by se však v tomto
př́ıpadě měly schodovat (nejedná se o složitou reakci nýbrž o jednoduchou).
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13.8 FYKOS XXIX. ročńık; 2. série; S úloha

a. Které ze skupiny proces̊u (izobarický, izochorický, izotermický a adiaba-
tický) m̊užou být vratné?

b. Vezměte vztah

T =
pV

nR
,

kde n = 1 mol, p = 100 kPa a V = 22 l. O kolik se změńı T, když p i V
zvěťśıme o 10%, 1% a 0,1%? Spoč́ıtejte to dvěma zp̊usoby: přesně a pomoćı
vztahu

dT = T,pdp+ T,V dV.

Jak se tyto výsledky lǐśı?

c. d gymnastika:
Ukažte, že

d(Cf(x)) = Cdf(x),

kde C je konstanta.

Vypoč́ıtejte

d(x2)d(x3).

Ukažte, že

d
(

1

x

)
= −dx

x2

z definice, tedy

d
(

1

x

)
=

1

x+ dx
− 1

x

M̊uže se vám hodit:

(x+ dx)(x− dx) = x2 − (dx)2 = x2

Bonus: Plat́ı
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sin dϑ = dϑa cos dϑ = 1.

Také máte součtový vzorec

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β,

dokažte

d(sinϑ) = dϑ cosϑ

Bonus: Podobně ukažte

d(lnx) =
dx

x

s pomoćı

ln(1 + dx) = dx

d. Vysvětlete fyzikálně, proč je izobarická tepelná kapacita věťśı než izo-
chorická.
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a) Vratné mohou být: izotermický, izochorický, izobarický i adiabatický.
Izochorický a izobarický, jelikož: p1V1

T1
= p2V2

T2
A necháme jednu z veličin

p2 nebo V2 konstantńı, můžeme druhou libovolně upravovat a teplota se j́ı
přizp̊usob́ı, když pak p̊ujdeme zpět, teplota se bude měnit stejně. A nebo na-
opak můžeme měnit teplotu. Př́ıklad izotermického př́ıpadu je jen v seriálu
s rezervoárem, kdy teplo je konstantńı a to, že je vratný je koneckonc̊u
dokázáno v seriálu. A nakonec adiabatický, zde si nejsem úplně jistý, ale po-
kud se vněǰśı energie neměńı, tak bychom měli schopni vrátit se do p̊uvodńıho
stavu a to i opačným postupem s opačnými následky.

b)
T = pV

nR

n= 1 mol
p= 100 kPa = 100 000 Pa
V = 22 l = 0,022 m3

R= 8,31 J ·K−1 ·mol−1

p i V budeme zvětšovat o 10%, 1% a 0,1%.
Přesně nebo druhý zp̊usob: dT = T,pdp+T,VdV % Neńı mi úplně jasné, co má
vyjadřovat ta čárka ve spodńım indexu. Chápu to jako dT = V

nR
dp + p

nR
dV.

Takže, pokud zvyšujeme o 10%, 1% a 0,1%, pak:
p= 100 000 Pa
V = 0,022 m3

p1 = 110 000 Pa
V = 0,024 2 m3

p2 = 101 000 Pa
V = 0,022 22 m3

p3 = 100 100 Pa
V = 0,022 022 m3

T = pV
nR

= 100 000·0,022
1·8,31

≈ 264, 74 K

T1 = pV
nR

= 110 000·0,024
1·8,31

≈ 320, 34 K

T2 = pV
nR

= 101 000·0,022 22
1·8,31

≈ 270, 06 K

T3 = pV
nR

= 100 100·0,022 022
1·8,31

≈ 265, 27 K

∆T1 = T1 − T = 320, 34− 264, 74 ≈ 55, 6 K

∆T2 = T2 − T = 270, 06− 264, 74 ≈ 5, 32 K

∆T3 = T3 − T = 265, 27− 264, 74 ≈ 0, 53 K
dT = T,pdp + T,VdV
dT = V

nR
dp + p

nR
dV
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dT1 = V
nR

d1p + p
nR

d1V ≈ 120, 3 K
dT2 = V

nR
d2p + p

nR
d2V ≈ 12, 0 K

dT3 = V
nR

d3p + p
nR

d3V ≈ 1, 2 K
∆d∆1 =∆ T1 − dT1 ≈ 64, 7 K
∆d∆2 =∆ T2 − dT2 ≈ 6, 7 K
∆d∆3 =∆ T3 − dT3 ≈ 0, 7 K

Č́ım menš́ı změna je, t́ım menš́ı je chyba.

c)
Jedná se o součin 2 funkćı takže:

d[Cf(x)] = dC · fx + C · d[f(x)] = 0 · fx + C · d[f(x)] = C · d[f(x)]

d(x2) = 2x
d(x3) = 3x2

d( f(x)
f(y)

) = df(x)·f(y)−f(x)·df(y)
f(y)2

d 1
x

= d1·x−1·dx
x2

d 1
x

= 0·x−1·dx
x2 = −dx/x2

(x+ dx)(x− dx) = (x2 − dx2) = x2

Člen dx2 je vlastně 02, tud́ıž ho můžeme vynechat.
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14 FYKOS XXIX. ročńık 3. série

14.1 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; 1. úloha

V akváriu ve tvaru koule s poloměrem r = 10 cm plně naplněném vodou
plavou v opačných směrech dvě stejné rybičky. Rybička má pr̊uřez S = 5 cm2,
Newton̊uv odporový koeficient C = 0,2 a plave rychlost́ı v = 5 km · h−1 v̊uči
vodě. Jak dlouho muśı rybičky v akváriu plavat, aby ohřály vodu o 1 stupeň
Celsia? Tepelné ztráty a biologické procesy v rybičkách zanedbejte.
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Nejprve muśıme spoč́ıtat odporovou śılu jakou p̊usob́ı prostřed́ı na rybičku:

Fo =
1

2
CS%v2. (53)

C je ze zadáńı C = 0, 2. S = 5 cm2 = 0, 000 5 m2. % je hustota tekutiny,
v našem př́ıpadě % = 1000 kg ·m−3. Rychlost rovněž známe, ta je rovna:
v = 5 m · s−1. Odporovou śılu tedy můžeme spoč́ıtat jako:

Fo =
1

2
· 0, 2 · 0, 000 5 · 1000 · 52 = 1, 25 N. (54)

A nyńı muśıme vypoč́ıtat potřebnou práci k ohřát́ı vody o 1◦C, nejprve
muśıme spoč́ıtat objem akvária.

V =
4

3
πr3 =

4

3
π0, 13 =

4π

3000
m3. (55)

Ze zadáńı v́ıme: r = 10 cm = 0, 1 m. Z toho vid́ıme, že:

m = % · V =
4π

3000
· 1000 =

4π

3
kg. (56)

Měrná tepelná kapacita vody je 4 180 J · kg−1 ·K−1 Tud́ıž potřebná energie k
ohřát́ı akvária (vody) o 1◦C bude:

E = m · c · t =
4π

3
· 4 180 · 1 =

16 720π

3
J. (57)

Rybky t́ım, že plavou konaj́ı práci, jelikož p̊usob́ı silou opačnou v̊uči odporové
na dráze, rychlosti v = 5 m · s−1.

E = 2F · s = 2F · v · t (58)

t =
E

2Fv
=

16 720π
3

2 · 1, 25 · 5
=

33 440π

70
=

3 344π

7
≈ 1500 s. (59)

Bude tedy trvat přibližně 25 min, než se voda ohřeje o 1◦C.
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14.2 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; 2. úloha

Náš nejmenovaný mladý alchymista, ř́ıkejme mu Jirka N., se naučil použ́ıvat
elektrolýzu a měřit elektrochemický ekvivalent látky. Dokonce se mu podařilo
naměřit u jednoho vzorku hodnotu elektrochemického ekvivalentu relativně
přesně, a to A = (6,74 ± 0,01)·10−7 kg ·C−1. Ale sám si nev́ı rady, jak určit,
o jakou látku se jedná. Porad’te mu!
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Nejprve použijeme druhý Faradaẙuv zákon:

A =
M

F · z
(60)

kde A je elektrochemický ekvivalent, F je Faradayova konstanta
F = 9, 6485 · 104 C ·mol−1, z je počet elektron̊u, které jsou potřeba při
vyloučeńı jedné molekuly a M molárńı hmotnost. A známe ze zadáńı, to je:
A = (6, 74 ± 0, 01) · 10−7 kg · C−1. A neznáme z a M . z neznáme, ale v́ıme,
že to je celé č́ıslo (elektrony nemůžeme dělit). Tud́ıž když si vyjádř́ıme M :

M = A · F · z (61)

Když nyńı zkuśıme počet elektron̊u roven 1:
M1 = 6, 74 · 10−7 · 9, 6485 · 104 · 1 ≈ 0, 065 kg ·mol−1 = 65 g ·mol−1

M1 = (65, 031± 0, 014) g ·mol−1

MZn = 65, 39 g ·mol−1

Pro 2 elektrony nám nevyjde žádný prvek.

A nakonec zkuśıme počet elektron̊u roven 3:
M3 = 6, 74 · 10−7 · 9, 6485 · 104 · 3 ≈ 0, 195 kg ·mol−1 = 195 g ·mol−1

M3 = (195, 093± 0, 043) g ·mol−1

MPt = 195, 08 g ·mol−1

Pro 4 elektrony nám rovněž nevyjde žádný prvek.

Zinek se však vyskytuje ve sloučeninách jako Zn2+. Nav́ıc v tabulkách
jsem se setkal pouze s hodnotou AZn = 3, 39 · 10−7 kg · C−1. Na anglické wi-
kipedii jsem se dočetl, že

”
+1 is very rare“.

U platiny je prý údajně nejčastěǰśı 4+ a 2+, ale III ve výčtu oxidačńıch
č́ısel je, takže si mysĺım, že platina je nejpravděpodobněǰśı.

Narymu tedy bych tedy poradil, že má před sebou platinu.
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14.3 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; 3. úloha

Mějme nehmotnou pružinu o tuhosti k. Na jednom jej́ım konci je připevněno
závaž́ı o hmotnosti m, na jej́ım druhém konci je připevněno druhé závaž́ı
o hmotnosti M. Tuto sestavu polož́ıme na vodorovnou desku tak, že závaž́ı
o hmotnosti M bude ležet na desce a závaž́ı o hmotnosti m bude trčet na
pružině př́ımo nad prvńım závaž́ım. Soustava je v rovnovážném stavu (tj.
prvńı závaž́ı nekmitá) a délka pružiny v tomto stavu je l. Určete jak moc
muśıme pružinu stlačit, aby po jej́ım uvolněńı závaž́ı o hmotnosti M nad-
skočilo. Uvažujte pouze vertikálńı pohyb.
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Nejprve si představ́ıme, jak to celé bude prob́ıhat: nejprve budeme mı́t 2
závaž́ı na pružině, tak jak je popsáno v zadáńı, poté stlač́ıme horńı závaž́ı o ∆l1
oproti délce nezat́ıžené pružiny, poté co ho pust́ıme, bude vymrštěno horńı
závaž́ı nahoru, pružina bude p̊usobit tak, že je bude odpuzovat od sebe a
spodńı závaž́ı bude tlačit do podložky. Poté však pružina dosáhne délky
ln a už bude závaž́ı přitahovat k sobě, největš́ı silou bude pružina k sobě
přitahovat závaž́ı v momentě, kdy od sebe budou závaž́ı nejdále v budě
ln +∆ l2 – v tomto mı́stě bude muset být śıla tak velká, že odleṕı spodńı
závaž́ı od podložky. Nesmı́me však zapomı́nat, že závaž́ı o hmotnosti m stále
p̊usob́ı silou na pružinu.

Závaž́ı hmotnosti M , p̊usob́ı na podložku silou FM = M · g. A závaž́ı
hmotnosti m Fm = m · g. Dále po stlačeńı pružiny bude pružina klást odpor,
který bude stejný jako śıla kterou jsme j́ı stlačili, označme si ji jako F1. Poté
se pružina vymršt́ı a nadzdvihávat závaž́ı M silou F2. O této śıle v́ıme, že:
F2 < F1 a F2 = FM (– pokud poč́ıtáme hraničńı hodnotu, aby se závaž́ı M
odlepilo, tak F2 > FM .

A nyńı v́ıme, že závaž́ım neustále stlačuje pružinu silou Fm, pokud se tedy
bude pružina naṕınat, bude konat práci, jelikož bude tlačit silou opačnou po
nějaké dráze, tuto dráhu si vyjádř́ıme jako: ∆l1 +∆ l2.

Dále v́ıme, že energii stlačené pružiny si vyjádř́ıme jako Ep = 1
2
kl2. Tuhost

pružiny se poč́ıtá jako: k = F

∆l
, z toho F jako F = k∆l. Vı́me, že F2 je rovna

FM tedy:
M · g = k∆l2 (62)

M · g
k

=∆ l2 (63)

Z toho můžeme spoč́ıtat potenciálńı energii pružiny v horńı poloze:

Ep2 =
1

2
k∆l

2
2 (64)

Ep2 =
1

2
k
M2 · g2

k2
=
M2 · g2

2k
(65)

Nyńı si značme ztrátu energii jako ∆E, bude pro ni platit: ∆E = Ep1 − Ep2
nebo ∆E = P = Fm · s = mg(∆l1 +∆ l2). Můžeme si tedy vyjádřit Ep1 =

∆E + Ep2.
Ep1 = ∆E + Ep2 (66)
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1

2
k∆l

2
1 = mg(∆l1 + ∆l2) +

M2 · g2

2k
(67)

1

2
k∆l

2
1 = mg(∆l1 +

M · g
k

) +
M2 · g2

2k
(68)

k∆l
2
1 = 2mg∆l1 + 2mg

M · g
k

+
M2 · g2

k
(69)

k∆l
2
1 − 2mg∆l1 −

2mgM · g +M2 · g2

k
= 0 (70)

k2
∆l

2
1 − 2mgk∆l1 − g2(2mM +M2) = 0 (71)

D = b2 − 4ac
D = (2mgk)2 − 4 · k2 · −g2(2mM +M2)
D = 4m2g2k2 + 4k2g2(2mM +M2)
D = 4g2k2 · [m2 + (2mM +M2)]
D = 4g2k2 · (m+M)2

∆l1 =
2mgk±

√
4g2k2·(m+M)2

2k2 = 2mgk±2gk(m+M)
2k2 = 2gk·(m±(m+M)

2k2 = g·(m±(m+M)
k

Máme 2 kořeny: g·(m+(m+M)
k

a g·(m−(m+M)
k

. Ty uprav́ıme na: g·(2m+M)
k

a −M ·g
k

.

Jak si ale můžeme všimnout, tak: ∆l2 = M ·g
k

Tud́ıž v tomto př́ıpadě jsme
dostali onu druhou výchylku, která nás nezaj́ımá, máme tedy jediný kořen:

∆l1 =
g · (2m+M)

k
. (72)

To jsme tedy spoč́ıtali jak moc muśı být pružina stlačena oproti nezat́ıženému
stavu. Vı́me, že k = F

∆l
. Tud́ıž:

F =∆ l · k (73)

F =
g · (2m+M)

k
· k (74)

F = g · (2m+M) (75)

To je ale celková śıla, my už máme pružinu zat́ıženou Fm.

F = g · (2m+M)− g ·m (76)

Muśıme tedy p̊usobit následuj́ıćı silou, aby spodńı závaž́ı poskočilo::

F = g · (m+M) (77)
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14.4 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; 4. úloha

Po sebeprudš́ım sešlápnut́ı brzdového pedálu nezačne auto brzdit okamžitě,
ale brzdná śıla po dobu tr lineárně nar̊ustá až na hodnotu Fm. Koeficient
statického třet́ı mezi pneumatikou a vozovkou je f. Jakou maximálńı rychlost́ı
se m̊uže tento automobil pohybovat, aby ani při nouzovém brzděńı nedošlo ke
smyku?
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Jak je tedy uvedeno v zadáńı: brzdná śıla lineárně nar̊ustá po dobu tr
na hodnotu Fm, poté je konstantńı (až do zastaveńı). Koeficient statického
třeńı je f . Nejprve si muśıme vyjádřit třećı śılu jakou můžeme ještě brzdit,
než dojde ke smyku.

Ft = f · Fn = f ·m · g (78)

Jak vid́ıme, tak třećı śıla nezáviśı na rychlosti (to se nám hod́ı). Pokud
je Fm ≤ Ft, tak ke smyku nedojde nikdy. V tomto př́ıpadě můžeme jet tak
rychle, jak chceme. Pokud ale Fm > Ft, tak ke smyku dojde v momentě, kdy
je Fm > Ft.

Rychlost tedy může být maximálně taková, aby auto stihlo zastavit dř́ıve
než śıla přesáhne kritickou hodnotu. Bude se nám hodit vztah:

F = m · a (79)

Z toho můžeme vyjádřit a jako: a = F
m

. Jelikož F nar̊ustá lineárně, tak
můžeme napsat následuj́ıćı vztah: t

tr
= F

Fm
. A nyńı vyjádř́ıme F jako: t

tr
·Fm.

Nyńı tedy můžeme zapsat: a = t
tr
· Fm · 1

m
. To uprav́ıme na: a = Fmt

mtr
. Změnu

rychlosti spoč́ıtáme zintegrováńım. Neště ale nesmı́me zapomenout, že śıla
p̊usob́ı proti směru pohybu a aby nám nevyšla záporná rychlost, tak muśıme
ještě před Fn přidat -.

v =
∫ −Fmt

mtr
dt (80)

v = − Fm
mtr

∫
t dt (81)

v = − Fm
mtr
· t

2

2
(82)

v = −Fmt
2

2mtr
+ C (83)

C muśı být rovněž nějaká rychlost (kv̊uli jednotkám), označ́ıme si j́ı
tedy v0 (je to počátečńı rychlost):

v = −Fmt
2

2mtr
+ v0 (84)

Nyńı dokážeme vyjádřit čas, konečná rychlost v = 0 m · s−1:

Fmt
2

2mtr
= v0 (85)
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t =

√
v02mtr
Fm

(86)

Nyńı se vrát́ıme k t
tr

= F
Fm

:

F =
Fm
tr
t (87)

Tato śıla muśı být rovna třećı śıle tedy:

f ·m · g =
Fm
tr
t (88)

Do této rovnice můžeme dosadit náš čas:

f ·m · g =
Fm
tr
·
√
v02mtr
Fm

(89)

f ·m · g · tr
Fm

=

√
v02mtr
Fm

(90)

f 2 ·m2 · g2 · t2r
F 2
m

=
v02mtr
Fm

(91)

f 2 ·m · g2 · tr
2Fm

= v0 (92)

Automobil tedy může jet maximálńı rychlost́ı:

v =
f 2 · g2 ·m · tr

2Fm
(93)
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14.5 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; 5. úloha

Na lavici se sklonem α = 5◦ lež́ı sešit formátu A4 o hmotnosti m, mezi lavićı
a sešitem p̊usob́ı statická třećı śıla s koeficientem f0 = 0.52. Poté kdosi do
lavice strč́ı a ta začne kmitat ve směru sklonu desky s frekvenćı ν = 10 Hz
a amplitudou A = 1 mm.

a. Určete, jakou dodatečnou silou muśıme na sešit tlačit (kolmo na la-
vici), aby se sešit nezačal pohybovat.

b. Určete, za jak dlouho sešit spadne z lavice, jestlǐze je na počátku jeho
spodńı hrana (ta kraťśı) na dolńım okraji lavice. Dynamický koeficient třeńı
je f, sešit považujte za tuhou desku.
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Statickou třećı śılu spoč́ıtáme jako:

Fs = f · Fn = f0 ·m · g (94)

f je koeficient třeńı, m je hmotnost, g je t́ıhové zrychleńı. V našem př́ıpadě
je však lavice nakloněná, tud́ıž śıla v klidovém stavu bude:

Fs = f0 ·m · g · cosα. (95)

Na chv́ıli opust́ıme třeńı. Dále muśıme poč́ıtat s harmonickými kmity, aktuálńı
výchylku spoč́ıtáme jako:

y = ym · sinωt. (96)

Zrychleńı pak jako:

a = −ym · ω2 · sinωt = −y · ω2. (97)

Jinak ω se poč́ıtá jako:

ω =
2π

T
. (98)

Dále také bude d̊uležitý vztah:

F = m · a (99)

Jelikož pomoćı něho můžeme můžeme spoč́ıtat aktuálńı śılu (v horizontálńım
směru) v závislosti na zrychleńı, které známe. Nyńı se nám budou dělit śıly
na horizontálńı a vertikálńı, toto naše śıla se vždy sečte s gravitačńı silou. A
tento součet se pak rozlož́ı na směr kolmý na lavici s souběžný s lavićı. Ale
aby se nám lépe poč́ıtalo, tak vektory nejprve rozděĺıme na jejich složky a
poté tyto složky sečteme.

Frovnobezna = m · g · sinα +m · a · cosα (100)

Fkolma = m · g · cosα +m · a · sinα (101)

Poté pokud bude vektor souběžný s lavićı dostatečně velký, větš́ı než f ·m ·g,
tak se sešit utrhne, všimněme si, že zde neńı sinω, jelikož nyńı jsme už po
rozkladu vektor̊u a už poč́ıtáme se silou souběžnou s podložkou.

A nyńı umı́me spoč́ıtat třećı śılu jako:

Ft = Fkolma · f0 (102)

A k odtržeńı dojde pokud Frovnobezna > Ft. Tedy:
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Frovnobezna > Ft (103)

Frovnobezna > Fkolma · f0 (104)

m · g · sinα +m · a · cosα > (m · g · cosα +m · a · sinα) · f0 (105)

g · sinα + a · cosα > (g · cosα + a · sinα) · f0 (106)

g · sinα− ym ·ω2 · sinωt · cosα > (g · cosα− ym ·ω2 · sinωt · sinα) · f0 (107)

Pokud tedy chceme vědět jakou silou muśıme p̊usobit na sešit, aby se ne-
dal do pohybu, tak muśıme zajistit, aby Frovnobezna nikdy nebyla větš́ı než
Ft. Tud́ıž zvětš́ıme Fkolma, k tomu ale muśıme zvýšit maximálńı hodnotu Ft.
Tud́ıž muśıme znát maximálńı hodnotu a. a = −ym · ω2 · sinωt
Tud́ıž amax = −ym · ω2 · 1 = −ym · ω2.

Pokud si śılou, kterou tlač́ıme označ́ıme jako Fmy, tak bude platit:
Ft + Fmy · f0 = Frovnobezna. Tedy: Fmy = Frovnobezna−Ft

f0

Frovnobezna = m · g · sinα +m · a · cosα (108)

Ft = (m · g · cosα +m · a · sinα) · f0 (109)

Fmy =
(m · g · sinα +m · a · cosα)− ((m · g · cosα +m · a · sinα) · f0)

f0

(110)

Fmy =
m · g · sinα +m · a · cosα

f0

− (m · g · cosα +m · a · sinα) (111)

Fmy = m(
g · sinα + a · cosα

f0

− g · cosα− a · sinα) (112)

Fmy = m(
g · sinα + a · cosα

f0

− g · cosα− a · sinα) (113)

Muśıme dopoč́ıtat maximálńı zrychleńı, jelikož nejprve poč́ıtáme s kyvem
dopředu a až pak dozadu, tak se bude maximálńı zrychleńı rovnat:
amax = ym · ω2. Č́ıselně tedy:

Fmy ≈ −0, 909m (114)

Sešit se tedy udrž́ı na lavici nezávisle na naš́ı vynaložené śıle.
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Co se týče výpočtu toho, jak dlouho to bude trvat než sešit spadne,
tak nejprve budeme muset dopoč́ıtat o kolik se sešit posune během jed-
noho kmitu, (poté už bude stačit spoč́ıtat kolik kmit̊u bude potřeba, aby
se sešit posunul o polovinu své délky a aby spadl (toto je pouze přibližně,
jelikož sešit spadne ve chv́ıli, kdy je těžǐstě mimo desku lavice, toto je tedy
pouze zjednodušeńı, které si můžeme dovolit pouze jelikož rozměry sešitu
jsou výrazně větš́ı než amplituda (sešit se může i vracet, my takto poč́ıtáme
pouze s účinným posuvem během 1 kmitu))).

Dále v́ıme, že sešit se
”
utrhne“ od povrchu, když už třeńı nebude do-

statečně velké a Frovnobezna bude moc velká. Poté muśıme nějak popsat chováńı
sešitu, jelikož sešit se chv́ıli bude nejprve pohybovat s lavićı, pak se utrhne ale
bude furt mı́rně urychlován a poté, co zase bude opět třeńı dostatečně velké
(POZOR, nepoč́ıtáme ted’ s f0, ale s f), tak se opět bude sešit pohybovat s
lavićı). To samé se bude konat i při pohybu na druhou stranu. Problém je,
že sešit bude jednu chv́ıli kv̊uli třeńı urychlován a poté bude zpomalován,
dokud nebude třeńı dostatečně velké.

Rovnice by měly vypadat takto:

Utrhnut́ı:

m(g · sinα + a · cosα) > m(g · cosα + a · sinα) · f0 (115)

Přilnut́ı zpět:

m(g · sinα + a · cosα) < m(g · cosα + a · sinα) · f (116)

Mezi t́ım bude p̊usobit śıla:

Ftah = m(g · cosα + a · sinα) · f (117)

Dále:

m =
F

a
(118)

Nyńı dosad́ıme za a jeho vzoreček:

asesitu =
Ftah
m

= (g · cosα + [−ym · ω2 · sinωt] · sinα) · f (119)
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A budeme integrovat podle t, abychom dostali v a poté opět ještě jednou,
abychom dostali s

ssesitu =
∫ ∫

(g · cosα + [−ym · ω2 · sinωt] · sinα) · f dtdt (120)

ssesitu =
∫ ∫

(g · cosα− ym · ω2 · sinωt · sinα) · f dtdt (121)

ssesitu =
∫ ∫

g · cosα · f dtdt−
∫ ∫

ym · ω2 · sinωt · sinα · f dtdt (122)

ssesitu = 0−
∫ ∫

ym · ω2 · sinωt · sinα · f dtdt (123)

ssesitu = 0 + sinα · f
∫ ∫

−ym · ω2 · sinωt dtdt (124)

ssesitu = sinα · f · ym · sinωt+ C1x+ C2 (125)

Sešit dráha sešitu mezi jednotlivými časy by se měla dát spoč́ıtat jako:

ssesitu = ymf sinα sinω(t2 − t1) (126)

Kde t1 bude čas odtržeńı a t2 bude čas přilnut́ı. Tyto časy by už měly j́ıt
dopoč́ıtat podle vzorc̊u o stranu dř́ıve. Toto sice neńı úplně kompletńı řešeńı,
ale asi by se už z toho výsledek dopoč́ıtat dal (pokud neńı chyba v integrálech
(popravdě bych i odhadoval, že tam bude. . . )).
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14.6 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; P úloha

Lukáš posiloval a povedlo se mu vyrobit černou d́ıru o hmotnosti 1 kg. Protože
nemá úplně v lásce kvantovou teorii pole na křivém pozad́ı, tak jeho d́ıra nic
nevyzařuje. Lukáš tuto d́ıru upust́ı a ona začne kmitat uvnitř Země. Zkuste
odhadnout, za jak dlouho se hmotnost d́ıry zdvojnásob́ı. Je nebezpečné si
doma pokoutně vyrábět černé d́ıry?
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Pokud tedy předkládáme, že černá d́ıra nic nevyzařuje, tak tedy neztráćı
na hmotnosti a pouze hmotnost źıskává. A to tak, že vše, co do ńı spadne
se stává jej́ı součást́ı. Nebo v našem př́ıpadě sṕı̌se, vše na co d́ıra spadne se
stane jej́ı součást́ı. Nejprve muśıme spoč́ıtat jak velká vlastně naše d́ıra bude.
K tomu potřebujeme spoč́ıtat Schwarzschild̊uv poloměr:

rs =
2Gm

c2
, (127)

kde G je gravitačńı konstanta (G = 6, 674 · 10−11 m3 · kg−1 · s−2), m je hmot-
nost objektu (černé d́ıry), c je rychlost světla a rs je poloměr černé d́ıry.

rs =
2Gm

c2
=

2 · 6, 674 · 10−11 · 1
299 792 4582

≈ 1, 485 · 10−27 m. (128)

Pro porovnáńı: velikost 1 atomu se pohybuje okolo 10−10 m. Což je podobný
poměr jako když vedle sebe postav́ıme atom a Zemi35. Černou d́ıru tak
můžeme považovat za hmotný bod. Nyńı budeme řešit jak na sebe černá
d́ıra bude nabalovat hmotu.

Nejprve na sebe černá d́ıra určitě nabaĺı to, do čeho naraźı, toho ale
vzhledem jej́ı velikosti toho bude málo. Muśıme poč́ıtat i s t́ım, co přitáhne
svoji gravitaćı.

F = k
m1m2

r2
(129)

Nejčastěǰśı částice jsou elektrony, protony a neutrony, ostatńı můžeme za-
nedbat. Klidové hmotnosti našich objekt̊u jsou a daľśı d̊uležité údaje:
me = 9, 11 · 10−31 kg
mp = 1, 67 · 10−27 kg
mn = 1, 67 · 10−27 kg
mdiry = 1 kg
κ = 6, 67 · 10−11 m3kg−1s−2

Pokud v́ıme, že bude potřeba nějaká určitá śıla k tomu, aby byla částice
odtržena a zaj́ımá nás vzdálenost, tak si uprav́ıme vzoreček na: r =

√
km1m2

F
.

A nyńı budeme mı́r poměrně problém s poč́ıtáńım, jelikož gravitačńı śıla je

35Podobný problém (s černou d́ırou hmotnosti mince a velikosti mince) se řeš́ı i na
kanálu Kurzgesagt – In a Nutshell ve videu - Black Holes Explained – From Birth to
Death akorát, že tam poč́ıtaj́ı s Hawkingovým zářeńım, tud́ıž zde všechna shoda konč́ı.
Ale je zde vysvětleno mnoho věćı o černých d́ırách a tak to sṕı̌se bokem zmiňuji.
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relativně výrazně slabš́ı. Relativńı velikost gravitačńı śıly je 100 a elektromag-
netické 1036 a také se nám do toho motaj́ı slabé (1025) a silné (1038) interakce.

Tady bych asi ukončil své výpočty, jelikož se už asi nedokáži udržet ve
správných řádech a budu sṕı̌se popisovat, co bude mı́t jaké d̊usledky. (né, že
bych to nezkoušel dále poč́ıtat, ale jen mi vycházela č́ısla, která se mi zdála
zcela nereálná a jako ṕı̌su výše, už se asi nedokážu se svými odhady držet v
řádech)

Pokud bude gravitačńı śıla (černá d́ıra nebude produkovat žádný náboj,
jelikož nic j́ı neunikne a ani žádnou jinou śılu) bude dostatečně silná, aby
nějak spolehlivě dokázala posb́ırat alespoň pár elektron̊u při pr̊uletu atomem,
tak bude nab́ırat hmotnost poměrně rychle, pokud by byla schopná vysávat
jádra, tak by to v̊ubec šlo rychle, pak už by stačilo spoč́ıtat kolika atomy asi
tak muśı prolétnout, kolika prolet́ı během 1 m a poté by už výpočet netrval
tak dlouho. Pokud ale nebude sb́ırat částice nějak často (alespoň 1 částici za
pár atomů), tak bude celý proces bude o hodně deľśı.

Vše se ale bude odv́ıjet od toho, kolik toho stihne černá d́ıra procestovat,
aby toho spořádala co nejv́ıce. Pokud bude procházet prostřed́ım bez ztrát
rychlosti při srážkách, tak vždy prolet́ı Zemı́ přes jádro na druhou stranu
a poté opět do jádra, na povrch a tak dále. Černá d́ıra bude na cestě k
jádru zrychlovat a poté opět zpomalovat, jej́ı pohyb p̊ujde popsat jako po-
hyb harmonického oscilátoru. Pokud j́ı srážky budou zpomalovat, tak se bude
amplituda a délka jednoho kmitu zmenšovat a nakonec skonč́ı ve středu Země.

Nakonec bychom ještě měli poč́ıtat s t́ım, že d́ıra nar̊ustá a s t́ım i
předevš́ım śıla, kterou p̊usob́ı d́ıra na okoĺı se razantně zvětšuje, což bude
mı́t za následek zrychleńı r̊ustu (zde přijde určitě na řadu integrováńı).
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14.7 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; E úloha

Změřte závislost hmotnosti hydrogelové kuličky na době ponořeńı do vody a
na koncentraci soli rozpuštěné ve vodě.

Měřeńı závislost hmotnosti hydrogelové kuličky

na době ponořeńı do vody a na koncentraci soli

rozpuštěné ve vodě

Pomůcky: 10 skleniček, voda, s̊ul, hydrogenové kuličky, váha, bud́ık

Zadáńı je celkem prosté, nejprve hod́ıme nějaký počet kuliček do vody o
nějaké koncentraci soli a poté budeme po nějakých časových intervalech měřit
hmotnost kuliček. Nejprve jsem si připravil 10 nádob se stejným množstv́ım

mvody = 150 g . . . . . . . . . . . . hmotnost 1 skleničky vody
m1sul = 4, 5 g . . . . . . . . . . . . 1 s̊ul je 1 čajová lžička soli
c = n·m1sul

mvody+n·m1sul
. . . c je hmotnost́ı koncentrace, n je počet lžiček soli

m1kul = 5 mg . . . . . . . . . . hmotnost 1 kuličky
m20kul = 0, 1 g . . . . . . . . . . . . hmotnost 20 kuliček

vody a poté do nich nasypal r̊uzná množstv́ı soli (0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5;
4; 4,5). A dobře jsem tyto skleničky promı́chal. Ćılem bylo, aby mezi dvěma
sousedńımi skleničkami byly vždy stejné (nebo pouze minimálńı). Koncent-
race vydaly takto:

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10

nlzicek 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5
cm 0,0148 0,0291 0,0431 0,0566 0,0698 0,0826 0,0950 0,1071 0,1189 0,1304

Tabulka 15: koncentrace

Poté jsem si napoč́ıtal 200 hydrogenových kuliček a poté je zvážil, tak
jsem zjistil kolik přibližně váž́ı. Dále jsem si je rozdělil do skupinek po 20.
A poté jsem je postupně během minimálńıho časového intervalu naházel do
určených skleniček (to, že to nebylo najednou nevad́ı, jelikož celý proces
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stejně trvá dlouho a nav́ıc nám budou vznikat při každém vážeńı rovněž
zpožděńı, tud́ıž než vždy dojdeme od prvńı skleničce k posledńı, tak to vždy
chvilku trvá, proto to můžeme zanedbat). Po naházeńı kuliček do vody jsem
si nastali bud́ık a šel řešit FYKOS. Po p̊ul hodině jsem vždy provedl měřeńı,
roztok jsem zcedil a poté zvážil kuličky na váze. Poté jsem je opět vrátil do
roztoku a po zvážeńı všech kuliček jsem opět nastavil bud́ık na daľśı měřeńı.
Dostal jsem se k následuj́ıćım hodnotám (pro 20 kuliček):

c m1

g
m2

g
m3

g
m4

g
m5

g
m6

g
m7

g
m8

g
m9

g
m10

g

0,0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,5 5 2 1 0 0 0 0 0 0 0
1,0 7 3 2 1 1 0 0 0 0 0
1,5 9 4 3 2 1 1 1 0 0 0
2,0 11 4 3 2 2 1 1 1 1 0
2,5 12 4 3 2 2 2 2 1 1 1
3,0 13 5 3 3 2 2 2 2 1 1
3,5 13 5 4 3 3 2 2 2 2 1
4,0 13 5 4 3 3 2 2 2 2 2
4,5 13 5 4 4 3 3 2 2 2 2
5,0 13 5 4 4 3 3 2 2 2 2

Tabulka 16: hodnoty m

3D graf m (pro 20 kuliček):
Označ́ıme si osu, na kterou vynáš́ıme množstv́ı soli jako x (ta co je na

obrázku od středu doprava (jednotky jsou lžičky soli)) a časovou osu jako
y (od středu doleva). Upozorńım ještě, že osa x je vlastně obrácena a to z
toho d̊uvodu, že jinak by nebyly ostatńı pr̊uběhy tak dobře vidět. Jinak tento
graf neńı vhodný, jelikož by zde měly mýt správně vynesené pouze hodnoty,
jelikož neznáme funkce mezi body, ale kdybych vynesl pouze hodnoty, tak by
se v grafu pak nedalo tak dobře vyznat a proto jsem zvolil tento typ grafu, i
když je špatný.

Je zaj́ımavé, že když se pod́ıváme na graf, tak zde vlastně vid́ıme 2
závislosti. Když se pod́ıváme na koncové hodnoty v čase 5 h, tak zde vid́ıme
něco, co by se dalo popsat jako exponenciála, s t́ım, že č́ım v́ıce soli, t́ım
méně vody koule nabraly. Pokud se pod́ıváme na časový pr̊uběh vzorku s
čistou vodou, tak vid́ıme, že koule nar̊ustaly ze začátku velmi rychle, ale pak
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se r̊ust zpomalil až zastavil, podobně můžeme popsat i ostatńı vzorky.

Důležité je zde zmı́nit, že to co celou dobu řeš́ıme je vyrovnáváńı os-
motického tlaku. Kuličky funguj́ı tak, že pomoćı nějakých minerál̊u které
obsahuj́ı, nasávaj́ı vodu. Pokud roztok obsahuje s̊ul, tak zákonitě mohou
dosáhnout nižš́ı maximálńı hmotnosti. Pak také určitě bude platit, že rych-
lost nar̊ustáńı bude větš́ı, když rozd́ıl osmotických tlak̊u prostřed́ı bude vyšš́ı,
tud́ıž z toho vyplývá, že rychlost nar̊ustáńı by nejprve měla být vyšš́ı a poté
by měla klesat. Jak vid́ıme, tak oba tyto parametry naše data velmi dobře
splňuj́ı.

Pokud budeme uvažovat jaké funkce by to mohli být, tak co se týče
závislosti hmotnosti na koncentraci soli, tak se nám nab́ıźı exponenciála,
určitě maj́ı naše hledané funkce to, že ze začátku prudce klesaj́ı, ale nikdy
nedosáhnou 0, stejně jako naše funkce nemůže být nikdy 0 (kulička neza-
nikne). Co se týče druhé funkce, tak tam už si v̊ubec nejsem jistý, napadá
mě pouze, že v nějakém vysokém čase se bude hmotnost bĺıžit nějaké hodnotě
(limitně) a tud́ıž budeme pátrat po nějaké funkci, která se přibližuje stále
bĺıže a bĺıže nějaké ose, napadá mě tedy hyperbola (nějak posunutá. . . ).

Výslednou hodnotu ale budeme moci spoč́ıtat jako součin těchto dvou
funkćı + základńı hmotnost kuliček, pod kterou už z nich nejde vysát žádná
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voda. Jelikož součin těchto dvou funkćı nám bude popisovat kolik vody na-
braly a konstanta bude popisovat hmotnost minerál̊u v kuličce, co zp̊usobuj́ı
osmotický tlak (tato hmotnost bude fixńı).
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Abych tedy shrnul výsledky: tak v́ıme, že kuličky postupem času nar̊ustaj́ı
č́ım dál pomaleji, s přidáńım soli rapidně ztráćı na maximálńım objemu, ale
nemůžou zmizet kv̊uli tomu, že z nich můžeme vysát pouze všechnu vodu,
ale ne minerály.

Nakonec ještě přikládám graf, kde jsem se pokusil vymodelovat 3D graf,
jehož tvar by byl podobný dat̊um, což se alespoň z vizuálńı stránky celkem
podařilo, tud́ıž jsme přǐsli s něč́ım, co dokáže poměrně dobře pospat naše
data:

Obrázek 14: osa od středu nalevo je x (0:5), osa od středu napravo je y (0:10)

Poznámka Hydrogel vám má přij́ıt společně se zadáńım série. Pokud jste
v tomto ročńıku ještě žádnou úlohu neřešili, ale chcete hydrogel také dostat,
ozvěte se nám.
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14.8 FYKOS XXIX. ročńık; 3. série; S úloha

Všechny stavy ideálńıho plynu umı́me nakreslit jako digramy: pV diagram,
pT diagram a tak dále. Na svislou osu se vynáš́ı prvńı veličina, na vodo-
rovnou osu se vynáš́ı druhá veličina. Každý bod tedy určuje dva parametry.
Načrtněte do pV diagramu 4 děje s ideálńım plynem, které znáte. Udělejte
to stejné pro Tp diagram. Jak by vypadal UT diagram? Vysvětlete, jak se
nevhodnost těchto dvou proměnných jev́ı na tomto obrázku.

Jaké jednotky má entropie? Jaké jiné veličiny s těmito jednotkami znáte?

V seriálu jsme rozebrali př́ıpad nár̊ustu entropie, když plyn přij́ımal teplo.
Proved’te podobnou úvahu pro plyn odevzdávaj́ıćı teplo.

Vı́te, že při adiabatickém ději se entropie neměńı. Proto entropie jako
funkce objemu a tlaku S(p, V) m̊uže obsahovat jen takovou kombinaci objemu
a tlaku, která se také při adiabatickém procesu neměńı. Jaký je to výraz? Na-
kreslete na pV diagram (svislá osa je p, vodorovná V) křivky, na kterých
je entropie konstantńı. Souhlaśı výsledek této úvahy se vzorcem, který jsme
pro entropii odvodili?

Vyjádřete entropii ideálńıho plynu jako funkci S(p, V), S(T, V) a S(U,
V).
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a) Nejprve si nakresĺıme pV , Tp a UT diagramy:

Jako prvńı můžeme hned vyřadit Tp diagram, jelikož zde jsou adiabata
a izoterma rovnoběžné. Dále u pV diagramu nám vad́ı izochora, jelikož adia-
bata je definována jako: pV κ a κ je větš́ı než 1. A jelikož na V p diagramu se
poč́ıtá práce jako plocha pod grafem, což by zde nešlo. U UT bychom rovněž
nemohli poč́ıtat práci jako plochu pod grafem.

b) Vzoreček pro entropii je: dS = δQ
T

. [S] = J
K

= J ·K−1. Stejné jednotky
má i tepelná kapacita. (Boltzmannova konstanta je 1, 38 · 10−23 J ·K−1).

c) Použijme stejný př́ıklad s rezervoárem, rezervoár je tepleǰśı: δQ > 0,
tedy Trez < Tplyn.

dScelk = dSplynu + dSrez = − δQ

Tplyn
+

δQ

Trez
= (−Trez + Tplyn)

δQ

TplynTrez
(130)

Tplyn − Trez > 0; δQ
TplynTrez

< 0

dScelk = (−Trez + Tplyn)
δQ

TplynTrez
< 0. (131)
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d) Pokud se budeme pohybovat po těchto křivkách, tak entropie bude
konstantńı:

Řekl bych, že výsledek této úvahy se vzorcem souhlaśı, jelikož funkce lnx
by měla být zformována do nějakého takovéhoto tvaru.

e) S(T, V ) je odvozeno už v seriálu jako:

S =
s

2
nR lnT + nR lnV + S0 (132)

S(U, V ) odvod́ıme podobně, máme opět rovnici:

dS =
dU

T
+
p

T
dV (133)

A opět pomoćı stavové rovnice si vyjádř́ıme T a p:

dS =
s

2
nR

dU

U
+ nR

dV

V
(134)

Opět použijeme d lnx = dx
x

dS = d(
s

2
nR lnU + nR lnV ) (135)

d(S − s

2
nR lnU − nR lnV ) = 0 (136)

Při kvaziostatickém procesu se veličina neměńı.
Muśıme obdobně přidat konstantu stejně jako v seriálu:

S =
s

2
nR lnU + nR lnV + S0 (137)
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Vrat’me se však ještě k rovnici ze seriálu:

dS =
s

2
nR

dT

T
+ nR

dV

V
(138)

T si vyjádř́ıme ze stavové rovnice a odsad́ıme:

dS =
s

2
nR

dpV
nR
pV
nR

+ nR
dV

V
(139)

dS =
s

2
nR

dp

p
+ nR

dV

V
(140)

Nyńı už provedeme pouze stejné úpravy a skonč́ıme na:

S =
s

2
nR ln p+ nR lnV + S0 (141)
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15 FYKOS XXIX. ročńık 4. série

15.1 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; 1. úloha

Mějme kofolu s energetickou hodnotou Qk = 1360 kJ/kg a teplotou tk = 24◦C
a kofolu bez cukru s energetickou hodnotou Qbez = 14,4 kJ/kg a teplotou
tbez = 4◦C. Pokud předpokládáme, že v jiných vlastnostech se kofoly od vody
nelǐśı, při jaké teplotě m̊užeme ṕıt směs těchto kapalin tak, aby byla celková
źıskaná energie nulová?
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Vı́me, že:
Qk = 1360 kj · kg−1; tk = 24 ◦C,
Qbez = 14, 4 kj · kg−1; tbez = 4 ◦C
c = 4, 2 kj · kg−1 ·K−1; t2 = 38 ◦C

Nyńı muśıme spoč́ıtat kolik energie źıskáme z 1 litru Kofoly. Ohřát́ım
Kofoly ztrat́ıme:
Ez =∆ t · c ·m.

Tud́ıž pro 1. a 2. Kofulu to bude:
Ezk = (t2 − tk) · c ·mk

Ezbez = (t2 − tbez) · c ·mbez.

Celkovou přijatou energii spoč́ıtáme jako:
Ep = E − Ez = Q ·m − ∆t · c ·m = m(Q − ∆t · c).

Aby byl náš př́ıjem nulový, tak součet energii muśı být 0, vyjádř́ıme si
jednu z hmotnost́ı na základě druhé:
Epk + Epbez = 0
mk(Qk − [t2 − tk] · c) = −mbez(Qbez − [t2 − tbez] · c)
mk = −mbez

Qbez−[t2−tbez ]·c
Qk−[t2−tk]·c

V př́ıpadě směšováńı našich směśı bude platit: t1 = mktk+mbeztbez
mk+mbez

t1 =
−mbez

Qbez−[t2−tbez ]·c
Qk−[t2−tk]·c tk +mbeztbez

−mbez
Qbez−[t2−tbez ]·c
Qk−[t2−tk]·c +mbez

(142)

t1 =
tbez − Qbez−[t2−tbez ]·c

Qk−[t2−tk]·c tk

1− Qbez−[t2−tbez ]·c
Qk−[t2−tk]·c

(143)

t1 =

(Qk−[t2−tk]·c)tbez
Qk−[t2−tk]·c − (Qbez−[t2−tbez ]·c)tk

Qk−[t2−tk]·c
Qk−[t2−tk]·c−Qbez+[t2−tbez ]·c

Qk−[t2−tk]·c

(144)

t1 =
(Qk − [t2 − tk] · c)tbez − (Qbez − [t2 − tbez] · c)tk

Qk − [t2 − tk] · c−Qbez + [t2 − tbez] · c
≈ 5, 8 ◦C (145)

Mohli bychom ještě provést nějaké úpravy ve jmenovateli, ale takto se to lépe
poč́ıtá pokud máme kalkulačku s pamět́ı.
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15.2 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; 2. úloha

Jak daleko muśı být člověk od BTS, aby p̊usobeńı jej́ıho vyśıláńı na mozek
bylo srovnatelné s vyśıláńım mobilu př́ımo u hlavy? Předpokládejte, že BTS
vyśılá rovnoměrně do poloprostoru a má vyśılaćı výkon 400 W. Vyśılaćı výkon
mobilu je 1 W.
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Základńı vtah, z kterého budeme vycházet je, že:

L1 = L2. (146)

L spoč́ıtáme jako: L = 10 log I
I0

:

10 log
I1

I0

= 10 log
I2

I0

, (147)

I1

I0

=
I2

I0

, (148)

I1 = I2. (149)

– tedy intenzity se budou rovnat. Pro intenzitu lat́ı vztah: I = P
S

= P
4πr2 .

Pro polokouli to však je: I = P
2πr2 . Označme si výkon BTS jako P1 a výkon

mobilu jako P2. Pak v́ıme, že:

I1 =
P1

2πr2
1

, (150)

A o I2 v́ıme:

I2 =
P2

2πr2
2

. (151)

Nyńı v́ıme, že tyto 2 výrazy se muśı rovnat:

I1 = I2, (152)

P1

2πr2
1

=
P2

2πr2
2

, (153)

Nás zaj́ımá r1 (vzdálenost od BTS)

r1 =

√
r2

2P1

P2

=

√
r2

2400

1
= 20r2. (154)

To vyšlo, pokud mobil vyśılal též do poloprostoru, pro prostor by I2 = P2

4πr2
2
:

r1 =

√
2r2

2P1

P2

=

√
2r2

2400

1
= 20

√
2r2. (155)

Otázka je kolik bude r2 vzhledem k tomu, že telefonujeme s mobilem u hlavy,
tak na vzdáleněǰśı části mozku bude p̊usobeńı výrazně menš́ı než na nejbližš́ı
(odhaduji tedy r2 na 5 mm až 10 cm). Dopoč́ıtat výsledek už je pak triviálńı.
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15.3 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; 3. úloha

Máme roli toaletńıho paṕıru o poloměru R = 8 cm s dutou část́ı o poloměru r
= 2 cm. Každá vrstva namotaného paṕıru má tloušt’ku d = 200 µm a vrstvy
na sebe dokonale přiléhaj́ı. O kolik útržk̊u v́ıce v takovéto roli máme, pokud
má jeden útržek délku l1 = 9 cm, než když má jeden útržek délku l2 = 13 cm?
Jako součást řešeńı vyžadujeme odhad chyby použité aproximace.

Bonus: Vypočtěte přesnou délku spirály, kterou paṕır vytvář́ı.
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Pokud máme nějakou vrstvu o poloměru r1, tak délka toaletńıho paṕıru
v této vrstvě bude 2πr1.

Množstv́ı vrstev spoč́ıtáme jako n = R−r
d

. Tedy tloušt’ka vrstvy paṕır̊u
dělená tloušt’kou 1 vrstvy.

Tloušt’ku 1. vrstvy spoč́ıtáme jako 2πr. A následuj́ıćı jako: 2π(r + d) a
daľśı jako: 2π(r + 2d). Délka každé daľśı vrstvy tedy bude 2πd. Pro x-tou
vrstvu to tedy bude 2πxd.

Zde se nám bude hodit vzoreček na součet řady č́ısel: k = n
2
(a1 + an).

Tud́ıž pro náš to bude: 2π (x+1)x
2

d = πx(x + 1)d, pro n-tou vrstvu to bude:
π(n+ 1)nd.

K tomu muśıme ještě (n+1)-krát přič́ıst 2πr. (jelikož πn(n+1)d je pouze
součet délek, o které jsou daľśı d́ılky deľśı než ten prvńı).

Celkový součet délek bude: l = (n+ 1)2πr + π(n+ 1)nd.

My ještě v́ıme, že n = R−r
d

:
l = (R−r

d
+ 1)2πr + π(R−r

d
+ 1)nd

l = π(R−r
d

+ 1) · (2r + R−r
d
d)

l = π(R−r
d

+ 1) · (2r + (R− r))
l = π(R−r

d
+ 1) · (R + r)

l = π(301) · (100) = 30 100π
l ≈ 94 562 mm = 94, 562 m

Počet 9 cm útržku bude l1
l2

= 13
9
≈ 1, 44 krát větš́ı než 13 cm útržk̊u. V

tomto př́ıpadě to bude
(
d94,6

0,13
e − d94,6

0,09
e =

)
324.

Přesnou délku spoč́ıtáme přes vzoreček na výpočet délky Archimédovy
spirály. Nejprve muśıme znát jej́ı rovnici:

r = a+ bθ (156)

a = r; b = d; θ = 2πR−r
d
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L =
∫ b

a

√√√√r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ (157)

a = 0, 02; b = 0, 000 2; θ = 2π 0,06
0,000 2

= 600π
dr
dθ

= 0,06
600π

= 1
10 000π

A s http://www.wolframalpha.com/:

L =
∫ 600π

0

√(
0, 02 +

1

10 000π
θ
)2

+
(

1

10 000π

)2

dθ ≈ 94, 25 m (158)

Jak vid́ıme tak chyba je nevýrazná (0,3%). Tud́ıž chyba aproximace je
poměrně malá.
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15.4 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; 4. úloha

Kolik nejméně se muśı spojit stejně velkých mýdlových bublinek o poloměru
r, aby vytvořily jednu, která má poloměr alespoň 3r? Uvažujte, že vzduch v
bublinách má stále stejnou teplotu.
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Bubliny jsou tvořeny ideálńım plynem, pro který plat́ı: pV = NkT .
p je tlak, V objem, N počet částic, k je Boltzmannova konstanta a T teplota
v K.

Teplota a Boltzmannova konstanta jsou konstanty.
Tud́ıž: pV

N
= c,

p1V1

N1

=
p2V2

N2

(159)

Dále potřebujeme vzoreček na výpočet kapilárńıho tlaku, ten je pro kapku
pk = 2σ

R
, pro naši bublinu to však je pk = 4σ

R
. (R je poloměr bubliny (v našem

př́ıpadě se shoduje s r))

Jako daľśı věc si vyjádř́ıme 2. objem jako následek 1:
V2

V1
=

4
6
π(3r)3

4
6
π(r)3 = 27

Tedy: V2 = 27V1.

Stejně si i můžeme vyjádřit poměr mezi tlaky: p2

p1
=

4σ
3R
4σ
R

= 1
3
.

Tud́ıž: p2 = 1
3
p1.

Nyńı se můžeme vrátit k rovnici p1V1

N1
= p2V2

N2
:

p1V1

N1

=
p2V2

N2

, (160)

p1V1

N1

=
1
3
p127V1

N2

, (161)

N2 = 9N1. (162)

Jelikož počet částic bude 9× vyšš́ı, tak z toho vyplývá, že spojit se muśı
právě 9 bublin.
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15.5 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; 5. úloha

Na vodorovné ploše jsou rovnoběžně položeny dva stejné kvádry o hmotnosti m
a délce l. Vzdálenost blǐzš́ıch stěn těchto kvádr̊u je 2x0. Mezi kvádry začneme
ĺıt vodu objemovým tokem Q. Na kraj́ıch těchto kvádr̊u jsou mantinely za-
braňuj́ıćı odtékáńı vody z prostoru mezi kvádry. Statický koeficient třeńı mezi
kvádrem a podložkou je f0 a dynamický f. Třeńı mezi kvádry a mantinely
neuvažujte. Jaká je podmı́nka na f0, aby se kvádry v̊ubec nerozpohybovaly? V
př́ıpadě, kdy je f0 dostatečně malé, vypoč́ıtejte závislost zrychleńı kvádr̊u na
jejich poloze a vzdálenost, ve které kvádry zastav́ı.

Veškerý pohyb vody považujte za dostatečně pomalý, takže v ńı nevznikaj́ı
žádné vlny ani v́ıry, nezahř́ıvá se třeńım, ani sama nemá žádnou kinetickou
energii. Protože je tedy i Q malé, m̊užete uvažovat, že přiléváńı daľśı vody po
rozpohybováńı kvádr̊u nemá na jejich pohyb vliv.

Bonus: Najděte podmı́nku pro překlopeńı kvádru.
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Jelikož maj́ı oba kvádry stejné vlastnosti, tak můžeme všimnout, že zde
můžeme vést osu souměrnosti a celou situaci si rozdělit na 2 identické, nyńı
tedy budeme mı́t prostor o polovičńıch rozměrech, tedy x0 namı́sto 2x0.
Druhý rozměr z̊ustává stejný. A máme zde jako

”
kanál,“ kterým se bude

pohybovat kvádr společně s vodou.

Všimněme si také, že š́ı̌rka kvádru (d) nám pouze ovlivňuje čas, za jaký se
prostor naplńı na kritické množstv́ı. Pokud by byl př́ıtok vody př́ımo úměrný
na š́ı̌rce kvádru, tak nám ona š́ı̌rka z výpočtu úplně vypadává.

Dále také stoj́ı za to zmı́nit, že délku kvádru budeme potřebovat až v bo-
nusu. Jelikož na délce kvádru žádná z veličin záviset nebude (až překlopeńı
v bonusu).

Je jasné, že k posunu kvádru dojde v momentě, kdy se bude śıla z boku
(pokud se d́ıváme na řez) kvádru rovnat třećı śıle. Třećı můžeme snadno
spoč́ıtat jako: F = m · g · f0. Tlakovou śılu poč́ıtáme jako F = S%gh, jelikož
se jedná o stěnu, tak plochu S si vyjádř́ıme jako: S = d ·h (d je š́ı̌rka kvádru).
Hloubku pak budeme poč́ıtat jako pr̊uměrnou, jelikož śıla s hloubkou lineárně
nar̊ustá. Tud́ıž podmı́nka pro posunut́ı kvádru je:

(dh)%g
h

2
= mgf0 (163)

d
%gh2

2
= mgf0 (164)

d
%h2

2
= mf0 (165)

Dále v́ıme, že objemový pr̊utok je Q
2

(celkový je Q) a plocha dna je Sd =

d · x0. V čase t zde bude objem vody V = Q
2
· t Výšku tedy spoč́ıtáme jako:

h = V
Sd

= Qt
2dx0

. Nejprve si vyjádř́ıme podmı́nku pro f0:

d
%
(
Qt

2dx0

)2

2
= mf0 (166)

%d Q2t2

4d2x2
0

2m
= f0 (167)
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f0 =
%Q2t2

8mdx2
0

(168)

Aby nedošlo k posunu, tak f0 muśı být větš́ı nebo rovna, tud́ıž:

f0 ≥
%Q2t2

8mdx2
0

. (169)

Pokud f0 nebude dostatečně velké, tak dojde k rozpohybováńı kvádru. Opět
bude platit rovnost sil, ale tentokrát budeme poč́ıtat s dynamickým koefici-
entem třeńı f . A budeme muset spoč́ıtat, jaká bude výška hladiny vody, kdy
se kvádr zastav́ı. Z toho p̊ujde vyjádřit vzdálenost, kdy kvádr zastav́ı.

Pro výšku hladiny bude platit:

h2 =
V

Sd2

=
Qt

2dx1

, (170)

kde x1 je vzdálenost, kde kvádr zastav́ı (posune se o x1 − x0).

Opět bude platit obdobný vztah:

d
%h2

2

2
= mf (171)

Poté klasicky dosad́ıme a vyjádř́ıme x1:

d
% Qt

2dx1

2

2
= mf (172)

d
%
(
Qt

2dx1

)2

2
= mf (173)

d
% Q2t2

4d2x2
1

2
= mf (174)

%Q2t2

8dx2
1

= mf (175)

Q2t2
%

8dmf
= x2

1 (176)

x1 = Qt

√
%

8dmf
(177)
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Pro zrychleńı bychom potřebovali vyjádřit si śıly p̊usob́ıćı na kvádr, opět
by šlo o śılu, jenž p̊usob́ı voda na kvádr a třećı śıla. Pomoćı těchto vztah̊u lze
vyjádři śılu a ze śıly zrychleńı vztahem a = F

m
, m známe a F v libovolném

okažiku též umı́me spoč́ıtat.

F = F − Ft

x je vzdálenost od středu, posunut́ı je (x− x0)

F = (dh)%g h
2

= d%gh2

2
=

d%g( Qt
2dx)

2

2

A nebo pokud je už nyńı objem konstantńı (stále bereme V /2, jelikož
celkový je V a my poč́ıtáme s polovinou) tak:

F =
d%g( V

2dx)
2

2
=

d%g V 2

4d2x2

2
= d%gV 2

8d2x2 = %gV 2

8dx2

Ft = mgf

F = %gV 2

8dx2 −mgf
F = g

(
%V 2

8dx2 −mf
)

a = F
m

=
g

(
%V 2

8dx2−mf
)

m
= g

(
%V 2

8dx2m
− f

)
A z této rovnice už pak můžeme spoč́ıtat zrychleńı v libovolném bodě.
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15.6 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; P úloha

Jak vysoká věž by se dala postavit z hlińıkových plechovek od dietńıho nápoje
kolového typu?
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Na začátek si stanovme pár předpoklad̊u: Zaprvé, plechovky budou vy-
robeny nějak kvalitně, všechny stejné, všechny bočńı stěny budou stejně
tlusté. . .

Pokud budeme stavět věž, tak si to představuji, tak, že budeme skládat
plechovky ne tvaru bĺıž́ıćımu se válci na sebe (pouze na sebe (– ve stylu rakety
Saturn 5 ne R-7). Plechovky na sebe pomalu pokládáme, neháźıme. Žádné
vněǰśı vlivy věž neovlivňuj́ı. Plechovka se začne deformovat až ve chv́ıli, po-
kud je F > Fmax. A to tak, že se propadne do sebe a následuje pád věže.
Uvažujme, že plechovky jsou prázdné a tlak v nich je atmosferický, sńıžeńı
tlaku by vydrž sńıžilo, zvýšeńı by do určitého tlaku zvýšilo.

Pokud budou tyto podmı́nky splněny, tak bude platit, že nejvyšš́ı tlak
bude vždy na plechovku u podložky, na všechny daľśı bude logicky menš́ı a
nezapomı́nejme, že všechny plechovky jsou stejné. Tud́ıž kĺıčová pro nás bude
spodńı plechovka. Jelikož pro všechny plechovky bude nějaký mezńı tlak, při
které se začnou deformovat, stejný.

Tud́ıž pokud řekneme, že plechovka má hmotnost m, tak věž se zhrout́ı,
pokud nmg ≤ Fmax. Kde n je počet plechovek. Tato rovnice výše je vlastně
podmı́nka pro to, aby věž ještě nespadla, neńı zde rovnost z toho d̊uvodu, že
zde muśıme vždy přidat celou plechovku.

Tud́ıž nám stač́ı spoč́ıtat/změřit při jaké śıle se zdeformuje spodńı ple-
chovka a množstv́ı ostatńıch plechovek a jejich výšku dokážeme dopoč́ıtat
jako:

h = v

(
dFmax
mg
e+ 1

)
(178)

Kde h je výška celé věže, v je výška 1 plechovky, Fmax je maximálńı śıla při
které ještě nenastává deformace, m je hmotnost jedné plechovky a g t́ıhové
zrychleńı. +1 zde je jelikož poč́ıtáme i se spodńı plechovkou (s váhou 1. ple-
chovky nepoč́ıtáme, jelikož ta muśı unést sama sebe už na začátku, tud́ıž
nám z výpočtu śıly vypadá a tud́ıž ji zde muśıme znova přič́ıst). d a e jsou
znaky pro zaokrouhlováńı dol̊u.

A nyńı si ještě můžeme zkusit odhadnout kolik by tato věž mohla mı́t
ve skutečnosti. Podle internetových zdroj̊u se pohybuje hmotnost plechovky
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od 13,6 g do 17 g. Budeme poč́ıtat 15 g. Śılu, kdy docháźı k deformaci jsem
našel jako 890 N36. Výšku plechovky jsem našel jako přibližně 12,25 cm. To
by nám pro samotný výpočet mělo stačit.

h = v

(
dFmax
mg
e+ 1

)
= 0, 122 5

(
d 890

0, 015 · 9, 81
e+ 1

)
= 0, 122 5(6 048+1) ≈ 741 m

(179)
Což vid́ıme, že neńı zrovna málo. Pro zaj́ımavost pro plnou plechovku o

hmotnost 370 g, a maximálńı pevnosti 6 405 N by to bylo

h = v

(
dFmax
mg
e+ 1

)
= 0, 122 5

(
d 6 405

0, 37 · 9, 81
e+ 1

)
= 0, 122 5(1 764+1) ≈ 216 m.

(180)
Což neńı rozhodně málo ani v jednom př́ıpadě. Ve skutečnosti by však byla
výška výrazně nižš́ı, jelikož fouká v́ıtr, p̊usob́ı vněǰśı vlivy, plechovky jsou
vratké atd. Jejich mez pevnosti je však tak velká, že bych z nich měly j́ıt
stavět stovky metr̊u vysoké věže a pokud bychom požili nějakou vhodněǰśı
konstrukci (třeba pyramidu se základnou 20 × 20 m), tak bychom mohli
za dobrých povětrnostńıch podmı́nek postavit opravdu nemalou věž (pyra-
midu, věž, cokoliv. . . možná až stovky metr̊u (návrh na experimentálku na
soustředku :D)).

36https://youtu.be/b0YJgr9u0HQ – je zde prováděn test plné a prázdné plechovky
hodnota 890 N je uvedena v popisku videa (Pro plnou plechovku je zde ještě hodnota
6 405 N).
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15.7 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; E úloha

Změřte mez pevnosti v tahu kancelářského paṕıru. Ideálně použijte co nejméně
potǐstěnou část brožurky ve které vám přǐslo zadáńı (pro tisk je využ́ıván
paṕır 80 g ·m−2).
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Měřeńı pevnosti kancelářského paṕıru v tahu

Teorie

Budeme měřit pevnost v tahu, tak že budeme dávat na proužek paṕır̊u závaž́ı
a z hmotnosti spoč́ıtáme p̊usob́ıćı śılu a poté pevnost v tahu.

Nejprve si vezmeme proužek paṕıru o dané š́ı̌rce 1 cm, d̊uležité je nej-
tenč́ı mı́sto, jelikož zde je celkově paṕır nejslabš́ı (pokud nep̊usob́ı žádné
vněǰśı vlivy) a tud́ıž zde povoĺı nejdř́ıve, proto je d̊uležité, aby byly všechny
použité proužky stejně široké.

Poté zavěśıme 1 proužek paṕıru na něco co, ho udrž́ı tak aby směřoval
kolmo k zemi a poté ho připrav́ıme k tomu, aby na něj šla zavěsit závaž́ı
(Vše provád́ıme pomoćı svorek, ne vrtáńım děr nebo narušováńım paṕıru).
Paṕır by měl být ve všech mı́stech stejně napnutý a hlavně nijak neporušený.

Přemýšlel jsem o tom, že bych dal širš́ı proužky nebo v́ıce proužk̊u, ale po
pár testech jsem přǐsel na to, že bych to technicky nezvládl, jelikož vždy se
paṕırek začne trkat na straně (at’ to zavěśım sebeĺıp, furt to nedokážu udělat
dostatečně přesně), tud́ıž pokud by byla tloušt’ka paṕıru 2 cm, tak by možná
nemusel mı́t dvojnásobnou výdrž (teoreticky samozřejmě má, ale prakticky
ne), a u 2 paṕır̊u je ten problém, jak jsem měl svorku přidělanou k paṕıru,
tak během zavěšovańı závaž́ı docházelo k náklonu, takže při 2 paṕırech by
nastalo to, že by to celé defakto viselo pouze na 1 paṕıru. A poté jsem měl
také gramovou váhu do 5 kg a po přesáhnut́ı této hmotnosti bych měl už jen
kilogramovou váhu, tud́ıž přesnost mého měřeńı hmotnost́ı by pak poměrně
výrazně klesla. A vzhledem k výsledk̊um (ke kterým se dostaneme později)
si mysĺım, že jsem vybral ideálńı kombinaci mezi jednotlivými parametry.

Dále je zde také ten problém, že my nemůžeme přesně změřit, kdy se
přesně paṕır utrhl, můžeme pouze změřit hodnotu předt́ım a potom, to ale
neńı v̊ubec lehké, jelikož paṕır se trhá vždy jinak a když je špatně zavěšen,
tak pevnost klidně může klesnout až 2× (a to mluv́ıme o špatném zavěšeńı,
kdy jsem to nepoznal, dokud se to neutrhlo výrazně dř́ıve, jinak se mi to do
té chv́ıle zdálo v pořádku a ani jsem to ještě nevážil).

Přesněji ještě uvedeno: naš́ı metodou (že přidáváme závaž́ı a z hmotnosti
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poč́ıtáme śılu a z té poč́ıtáme tlak), nemůžeme dostat tak přesné výsledky,
kdybychom měli nějaký elektronický př́ıstroj, který by nám měřil nějaký
vývoj tahu, tak bychom se mohli dostat k hodnotě přesněǰśı (výsledkem by
byla maximálńı śıla), také pokud bychom měli nějaké lepš́ı vybaveńı (typu
laserová měřidla atd.), tak bychom mohli i přesněji upevnit paṕırky a přesněji
na ně p̊usobit (pokud bychom měli nějaké úplně super vybaveńı jako nějakou
4K kameru, tak bychom možná mohli i nějak měřit postupnou deformaci
paṕıru při trháńı, to už je ale daľśı problém).

Pomůcky

tužka, paṕır, prav́ıtko, proužky paṕıru, přibližně 15 cm dlouhé a přesně 1
cm široké proužky paṕıru, gramové váhy, šupléra (posuvné měřidlo), svorky,
závaž́ı, vodováhy, kus dřeva

Postup

Nejprve určitě muśıme znát tloušt’ku paṕıru pro pozděǰśı účely, změřil jeho
tloušt’ku37 pro 15 list̊u jako (1, 55± 0, 01) mm. Pro jeden list (103± 1)µm.

Poté jsem si připravil dostatek paṕır̊u. Posléze jsem si upevnil kus dřeva
ke stolu (aby paṕırek visel, abych mohl zavěšovat závaž́ı aniž by se dotýkala
země). Poté jsem k němu připevnil paṕırek tak, aby úhel mezi ńım a dřevěným
kusem dřeva byl 90◦. Poté jsem připevnil takový malý svěrák, co jsem měl
na spodńı konec paṕırku, na něj jsem pak mohl s pomoćı dránu krásně
dávat závaž́ı. Poté jsem už přidával závaž́ı na paṕır (přichycoval jsem je
ke svěráku) a měřil jsem, kdy paṕır povoĺı, postup času jsem zjistil, že když
budu sundávat a opět dávat závaž́ı na paṕır (a měřit je mezit́ım), tak se paṕır
postupem času unav́ı a praskne dř́ıve (podobný efekt, jako když letadla létaj́ı
po několik let, tak se jejich trup namáhá, a po čase by měla být odepsána).
Tak jsem pak sṕı̌se přešel na to, že jsem měl několik r̊uzných závaž́ı (kĺıče
(takové ty s d́ırou na obou konćıch), ty se dobře věsily) a nejprve jsem zkoušel
dát lehč́ı a když se to neutrhlo, tak jsem ho vyměnil za těžš́ı tak dále, dokud
se to neutrhlo, poté jsem změřil hodnotu, při které se to utrhlo, občas se
stávalo, že závaž́ı pár sekund drželo a až pak došlo k přetržeńı. To zname-
nalo, že jsem byl opravdu bĺızko k hraničńı hodnotě (řekněme, že odchylka

37digitálńı šuplérou s vysokou přesnost́ı
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nebyla větš́ı než 5%).

Měřeńı

Pojd’me se pod́ıvat na pod́ıvat na naměřené hodnoty. Nejsou zde některé
naměřené hodnoty, jelikož byly od pohledu špatné, jelikož byly třeba 2×
menš́ı a bylo očividné, že paṕırek byl špatně upevněn.

i m
g

∆m
g

1 2802 152
2 2733 84
3 2891 242
4 2577 -73
5 2418 -231
6 2676 27
7 2846 197
8 2486 -163
9 2470 -180
10 2595 -55∑

26492 1402
6 ◦ 2649 140

mkriticka = (2 649 ± 140) g (hmotnost paṕırku jako takového můžeme
klidně zanedbat)

Fkriticka = (25 987± 1374) mN
η = ∆F

F
= 1 373

25 987
= 0, 0528

Mezńı pružnost poč́ıtáme F
S

Plochu spoč́ıtáme jako délku proužku vynásobenou tloušt’kou:
S = 0, 01 · 0, 000 103 = 0, 000 001 03 m2

P = F
S

= 25,987
0,000 001 03

≈ 25, 2 MPa

Celkovou chybu spoč́ıtáme jako součet všech chyb.

Chyba tloušt’ky paṕıru: ηpapir
1

103
≈ 0, 0097

η = 0, 0528 + 0, 0097 = 0, 0625
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Dále ještě muśım započ́ıtat všechny chyby mnou vytvořené a to, že vlastně
měř́ıme hodnoty, které jsou vlastně o trochu větš́ı než výsledek, proto bych
stanovil celkovou chybu na 0,2 (20%). A P = (25, 2±5, 1) MPa. Započ́ıtávám
zde i ostatńı chyby jako nepřesnost váhy, ta však byla 1 g, tud́ıž byla oproti
ostatńım zanedbatelná. Nepřesnost měřeńı tloušt’ky paṕıru též byla oproti
mým chybám rovněž zanedbatelná (zahrnul jsem j́ı v oněch 20%).

Závěr

Naše měřeńı bylo v celku nepřesné, jelikož zde bylo mnoho chyb a neměl jsem
vybaveńı na to, abych mohl měřit skutečnou hodnotu, tud́ıž jsem musel měřit
hodnotu vyšš́ı, proto bych řekl, že skutečná hodnota bude pravděpodobně
menš́ı, než ona středová, mysĺım si ale, že by se měla nacházet v intervalu.
Jinak o chybách jsem již hovořil, jako hlavńı nepřesnost bych označil to,
že paṕır nesměřoval kolmo dol̊u (odchylka byla třeba 0,5◦), ale přesněji to
už nešlo. Také nev́ım jestli jsem stlačeńım paṕıru při přichycováńı neměnil
jeho vlastnosti tak, že byl náchylněǰśı na poškozeńı, ale vždy se trhal sṕı̌se
uprostřed, tud́ıž si mysĺım, že to asi až zas takový vliv nemělo.

Také mě napadá otázka jestli neńı rozd́ıl v maximálńı śıle, kterou unese
paṕır po dobu pár sekund a po dobu několika minut, ale pro to jsem neměl
dostatečné pomůcky abych to mohl nějak změřit.
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15.8 FYKOS XXIX. ročńık; 4. série; S úloha

a. Z nerovnosti

∆Stot ≥ 0

ze seriálu vyjádřete W a odvod’te tak nerovnost pro práci

W ≤ Q
(

1− TC
TH

)
.

b. Vypoč́ıtejte účinnost Carnotova cyklu bez použit́ı entropie.

Pom̊ucka: Napǐste si 4 rovnice spojuj́ıćı 4 vrcholy Carnotova cyklu

p1V1 = p2V2

p2V
κ

2 = p3V
κ

3

p3V3 = p4V4

p4V
κ

4 = p1V
κ

1

a vynásobte je všechny čtyři spolu. Po úpravě dostanete

V2

V1

=
V3

V4

.

Následně stač́ı použ́ıt vzorec na práci při izotermickém procesu: když přecháźı
proces z objemu VA do VB, práce vykonaná na plyn je

nRT ln
(
VA
VB

)
.

Ted’ už si stač́ı jen uvědomit, že práce při izotermickém ději je rovná
teplu (se správným znaménkem) a vypoč́ıtat źıskanou práci (vzpomeňte si,
že adiabatické procesy nepřisṕıvaj́ı) a odebrané teplo. Na řešeńı stač́ı doplnit
detaily tohoto postupu.

c. Minule jste pracovali s pV a Tp diagramem. Udělejte stejné cvičeńı
s TS diagramem, tedy nakreslete tam izotermický, izobarický, izochorický a
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adiabatický proces. Nakreslite do diagramu také cestu plynu v Carnotově cyklu
a označte správne směr a vrcholy, aby souhlasily s obrázkem v seriálu.

d. V seriálu jsme sa zmı́nili, že někdy je třeba dávat pozor na přijaté a
odebrané teplo. Někdy se totǐz to, jestli teplo přij́ımame nebo odevzdáváme,
měńı v pr̊uběhu procesu. Jeden z př́ıklad̊u je proces

p = p0e
V
V0 ,

kde p0 a V0 jsou konstanty. Určete, pro jaké hodnoty V (při rozṕınáńı)
proud́ı teplo do plynu a kdy z plynu.
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a)

∆Stot ≥ 0 (181)

∆Stot =
−Q
TH

+
Q−W
TC

(182)

∆StotTC =
−QTC
TH

+Q−W (183)

W =
−QTC
TH

+Q−∆ StotTC (184)

W =
−QTC + TH(Q−∆ StotTC)

TH
(185)

W =
−QTC +QTH −∆ StotTCTH

TH
(186)

W =
−QTC +QTH

TH
− ∆StotTCTH

TH
(187)

W = Q
(
TH − TC
TH

)
− ∆StotTCTH

TH
(188)

W = Q
(

1− TC
TH

)
−∆StotTC (189)

∆Stot ≥ 0 (190)

TC ≥ 0 (191)

W ≤ Q
(

1− TC
TH

)
(192)

b)

p1V1 = p2V2; p2V
κ

2 = p3V
κ

3 ; p3V3 = p4V4; p4V
κ

4 = p1V
κ

1

p2 = p1V1

V2

p3 = p4V4

V3

p1 =
p4V κ4
V κ1

Strana 297 z 346
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p1V1

V2
V κ

2 = p4V4

V3
V κ

3 ;

p4V
κ
4

V κ
1

V1

V2
V κ

2 = p4V4

V3
V κ

3

p4V κ4
V κ1

V1V
κ

2 =
p4V4V κ3 V2

V3
;
V κ4
V κ1
V1V

κ
2 =

V4V κ3 V2

V3

V1V κ2
V κ1 V2

=
V4V κ3
V3V κ4

V1V κ2
V κ1 V2

=
V4V κ3
V3V κ4

V
(1−κ)

1 · V −(1−κ)
2 = V

(1−κ)
4 · V −(1−κ)

3

V 1
1 · V −1

2 = V 1
4 · V −1

3

V1

V2
= V4

V3

V2

V1
= V3

V4

Práce z 1. do stádia jsou stejné jelikož:

W = nRT ln
(
VA
VB

)

η = −W
Q

= −W1→2−W3→4

Q
=

nR(TH−TC) ln

(
V1
V2

)
nRTH ln

(
V1
V2

)
Jak vid́ıme, tak pomoćı výše uvedeného vztahu můžeme nahradit druhý

poměr objemů substitućı a můžeme vytknout teploty. Poté zkracujeme:

η = TH−TC
TH

=
(
1− TC

TH

)
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c)

d)

Potřebujme naj́ıt funkci, která bude popisovat výdej tepla, když se bude
derivace této funkce rovnat 0, tak je to náš hledaný bod.

η = W
Q

p0V0

T0
= pV

T
= p0e

− V
V0 V
T

p0V0

T0
= p0e

− V
V0 V
T

V0

T0
= e

− V
V0 V
T

T = e
− V
V0 V
V0

T0

Nev́ım :/
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16 FYKOS XXIX. ročńık 5. série

16.1 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; 1. úloha

Tenký drát s odporem R = 100 m\ohm a délkou l = 1 m, který je připojen ke
zdroji stejnosměrného napět́ı U = 3 V, obsahuje ve svém objemu N = 1022 vol-
ných elektron̊u, kterými přisṕıvá k toku elektrického proudu. Určete, jak vel-
kou pr̊uměrnou (přesněji středńı) rychlost́ı se elektrony v drátu pohybuj́ı.
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Vı́me, že: R = 100 m\ohm a l = 1 m a U = 3 V, z toho snadno spoč́ıtáme
proud:

I =
U

R
.

Dále v́ıme, že

I =
Q

t
.

Z toho:

Q =
U

R
t.

Nyńı si potřebujeme spoč́ıtat náboj všech elektron̊u v tyči:

Qe = N · e.

Kde e je náboj jednoho elektronu (e = 1, 602 · 10−19 C). Všechny elektrony
se tedy posunou tyč́ı za:

Ne =
U

R
t,

t =
RNe

U
.

Dále v́ıme, že vztah mezi časem, vzdálenost́ı a rychlost́ı je:

v =
s

t
=
l

t
.

Můžeme tedy spojit vše do jednoho vzorce:

v =
lU

RNe
.

K této rychlosti ale muśıme ještě přič́ıst rychlost, kterou se pohybuj́ı elektrony
normálně:

v =
lU

RNe
+ v0.

Středńı rychlost ve vodiči za pokojové teploty v0 jsem na internetu našel jako:
v0 = 106 m · s−1.

v =
1 · 3

0, 1 · 1022 · 1, 602 · 10−19
+ 106 ≈ 0, 019 + 106.

Což se mi úplně správně nezdá, ale vztah se mi v pořádku zdá.
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16.2 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; 2. úloha

Mějme nádobu, která je pomyslně rozdělena na dvě shodné disjunktńı oblasti
A a B. V nádobě je n částic, z nichž se každá nacháźı s pravděpodobnost́ı 50
% v části A a s pravděpodobnost́ı 50 % v části B. Určete, s jakou pravděpo-
dobnost́ı bude v části A nA = 0,6n, resp. nA = 1 + n/2 částic. Řešte pro
n = 10 a n = NA, kde NA ≈ 6 · 1023 je Avogadrova konstanta.
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Všimněme si, že pro n = 10 je počet částic stále 6. To však neplat́ı pro
druhý počet částic. Matematicky můžeme zapsat jev̊u jako:

(
10
6

)
. Abychom

vypoč́ıtali pravděpodobnost, tak muśıme ještě počet těchto jev̊u vydělit počtem
všech jev̊u, což je 2n. Pro počet n = 10:(

10
6

)
1024

=
210

1024
≈ 20, 5%.

Pro daľśı př́ıpad to bude obdobně:(
NA

0,6NA

)
2NA

.

Popř́ıpadě (
NA

NA
2

+1

)
2NA

.

Jak to spoč́ıtat netuš́ım (kalkulačka ani http://www.wolframalpha.com/)Pomoci
by taktéž mohl Pascal̊uv trojúhelńık.
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16.3 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; 3. úloha

Ve starověkém Egyptu uměli vyrobit bránu, ale ještě neznali mř́ı̌ze, tak brány
zav́ırali nilany (vápencovými kameny). Na obrázku vid́ıte 150 otrok̊u o hmot-
nosti m = 60 kg, kteř́ı právě velmi pomalu otev́ıraj́ı bránu zavřenou nilanem
o hmotnosti M = 8 t. Nilan přesně (vzduchotěsně) pasuje do konstrukce nad
bránou ve tvaru kvádru, která má vnitřńı rozměry a = 3 m, b = 0,5 m
a c = 3 m. Uvnitř konstrukce je na počátku tlak p0 = 100 kPa a teplota
T0 = 300 K a je umı́stěna ve výšce H = 3 m. Určete, jak vysoko jsou otroci
schopni vlastńı vahou nilan zdvihnout, jestlǐze se teplota vzduchu neměńı.
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Nejprve si ujasńıme základńı věci: bude se jednat o stlačovańı ideálńıho
plynu, to v jaké výšce se začátek konstrukce nacháźı nemá zásadńı vliv
(předpokládám, že otroci si můžou přehmátnou během taháńı). A budeme
zvedat nilan, na něj bude p̊usobit t́ıhová śıla. Otroci budou p̊usobit celou
svoji vahou a nakonec zde bude śıla, která bude p̊usobit na kámen ze shora,
v momentě, kdy se nilan začne vsunovat do brány. Jelikož se vzduch začne
stlačovat a začne p̊usobit na nilan.

Nejprve si stanov́ıme základńı rovnici: Fgn + Ftn = Fgo. kde g je t́ıhová a
t tlaková n je nilan a o otroci. Všechny t́ıhové śıly jsou jednoduché:

Fgn = Mg
Fgo = 150mg

Dále budeme poč́ıtat s t́ım, že se jedná o ideálńı plyn:

p1V1

T1

=
p2V2

T2

(193)

Teploty z̊ustávaj́ı stejné a všechny vstupńı údaje známe, nyńı muśıme
spoč́ıtat 2. tlak, poté už jednoduše spoč́ıtáme objem a z něho jednoduše
dopoč́ıtáme výšku.

Vı́me že: p = F
S

. Plochu si vyjádř́ıme jako: S = bc. Śılu F už máme
popsanou jako: Ftn, tu si můžeme vyjádřit jako: Ftn = Fgo − Fgn. Nyńı se už
jedná jen o dosazováńı:

p =
g(150m−M)

bc
(194)

To jsme ale pouze vypoč́ıtali změnu tlaku, celkový tlak bude:

p2 =
g(150m−M)

bc
+ p1 (195)

p1V1 = (p2 + p1)V2 (196)

V2 =
p1V1

p2 + p1

(197)

Strana 305 z 346
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V2 =
p1(abc)

g(150m−M)
bc

+ p1

(198)

V2 =
p1(abc)

g(150m−M)+p1bc
bc

(199)

V2 =
p1(abc)bc

g(150m−M) + p1bc
(200)

A nyńı z V2 vyjádř́ıme tloušt’ku vzduchové bubliny jako: h = V2

S
. Tud́ıž:

h =

p1(abc)bc
g(150m−M)+p1bc

bc
=

p1(abc)

g(150m−M) + p1bc
(201)

Z toho je zřejmé, že můžeme tedy ř́ıci, že horńı hrana kvádru se bude
nacházet ve výšce h2:

h2 = H + a− p1(abc)

g(150m−M) + p1bc
(202)

Pro naše hodnoty se bude horńı hrana nacházet ve výšce:

h2 = H + a− p1(abc)

g(150m−M) + p1bc
(203)

h2 = 3 + 3− 105(3 · 0, 5 · 3)

9, 81(150 · 60− 8 000) + 105 · 0, 5 · 3
≈ 3, 18 m (204)

Tedy o 18,4 cm výše než je začátek konstrukce.
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16.4 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; 4. úloha

Máme auto, které se bĺı̌źı kolmo ke zdi. Řidič, který v autě jede, by se ale
chtěl přiblǐzovat ke zdi bezpečně. Jaký by muselo mı́t auto pr̊uběh rychlosti,
aby vzdálenost od auta ke zdi v každý okamžik odpov́ıdala dráze, kterou by
auto s okamžitou rychlost́ı v té chv́ıli urazilo za T = 2 s?
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Nejprve si řekněme, že funkce popisuj́ıćı pr̊uběh vzdálenosti na čase bude
s(t). Poté derivaćı této funkce dostaneme rychlost a když vynásob́ıme tuto
rychlost časem 2 s (T ), tak po sečteńı s p̊uvodńı funkćı dráhy v závislosti
na čase dostaneme výchoźı vzdálenost od stěny S. Můžeme tedy zapsat di-
ferenciálńı rovnici:

s(t) + ṡ(t)T = S,

s(t)T = S − ṡ(t),

s(t) =
S

T
− ṡ(t)

T
,

s(t) =
S

T
− ṡ(t)

T
,

s(t)

ṡ(t)
=

S

T ṡ(t)
− 1

T
,

∫ s(t)

ṡ(t)
=
∫ (

S

T ṡ(t)
− 1

T

)
,

∫ s(t)

ṡ(t)
=
∫ S

T ṡ(t)
−
∫ 1

T
,

ln | v(t) |= S

T
− t

T
,

v(t) =
S

T
e−

t
T .

Funkce rychlosti tedy je:

v(t) =
S

T
e−

t
T .
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16.5 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; 5. úloha

Na nakloněné rovině stoj́ı koule s nehomogenńım rozložeńım hustoty. Známe
úhel sklonu nakloněné roviny ?, poloměr koule R a vzdálenost t těžǐstě koule
od jej́ıho středu. Pokud si označ́ıme střed koule S, bod dotyku koule s rovinou
D a těžǐstě koule T, pak definujeme úhel ϕ0 = 6 DST jako úhel před začátkem
pohybu. Těžǐstě se nav́ıc nacháźı v rovině určené úsečkou DS (normálou k ro-
vině) a směrem z kopce dol̊u. V závislosti na těchto parametrech podrobně
rozeberte, jak se bude dál vyv́ıjet pohybový stav koule. Koule na rovině nepro-
kluzuje.
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Jak vid́ıme, tak zálež́ı už na prvńı pohled na tom, jak daleko se těžǐstě
nacháźı středu koule. Pokud se bude těžǐstě limitně bĺıžit středu koule, ale
nedosáhne ho a podložka bude zcela plochá, tak se kole nikdy nerozpohybuje.
Na druhou stranu máme druhý extrém a to když bude těžǐstě v bodě D a
náklon se bude limitně bĺıžit 90◦, tak stejně kv̊uli nulovému prokluzu nedojde
k rozpohybováńı se.

Pro nás ale asi bude nejd̊uležitěǰśı, kdy se koule rozpohybuje, pro to aby
se koule rozpohybovala, tak se jej́ı těžǐstě nesmı́ nikdy pohybovat vzh̊uru
(mohlo by, ale potřebovalo by na to mı́t dostatečnou energii). Funkci středu
koule si můžeme vyjádřit jako y = x sinα, jelikož je to funkce nakloněné
roviny na řezu a tud́ıž i bod̊u D a S. Polohu jejich středu spoč́ıtáme jako:
y = ym sin(ωt). Pokud započ́ıtáme i to, že rovina klesá, tak bude pro výšku
středu platit: y = ym sin(ωt) − s sinα (kde s je uražená dráha), pokud se 1.
derivace tohoto bude rovna 0, tak se koule v našem modelu nezastav́ı.

Tento model ale pro nás neńı tak zaj́ımavý jelikož nás čeká, jestli se kouli
podař́ı v̊ubec rozpohybovat a koule může nab́ırat hybnost a poté se může
těžǐstě pohybovat i mı́rně vzh̊uru na určitou chv́ıli, nikdy se ale těžǐstěm
nemůže dostat výše než bylo na začátku. Proto spoč́ıtáme p̊uvodńı výšku
těžǐstě a poté urč́ıme kam se bude kole pohybovat, pokud se bude rozděĺıme
kouli na 2 polokoule, rozdělené normálovým vektorem k rovině, tak pokud
se bude těžǐstě nacházet na polokouli, bĺıže kopci, tak se posune směrem ke
kopci a poté se zastav́ı (/bude kmitat, ale stále na stejném mı́stě). A pokud
bude na druhé polokouli, tak se koule bude valit z kopce, poté se muśı celá
otočit aniž by se těžǐstě ocitlo v jakýkoliv moment výše než na v počátečńı
situaci, bude tedy platit že:

ym sin(ωt)− s sinα ≤ ypoc.

S t́ım, že s budeme poč́ıtat jako | DT | ωt, všimněme si, že ω spoč́ıtáme
jako 2πf a f si můžeme zvolit libovolně jelikož jednotka ω je rad·s−1 a my
poč́ıtáme s ω abychom mohli postupně

”
projet“ celou funkćı a zkontrolovat

hodnoty, ale nepoč́ıtáme s hybnost́ı, to kv̊uli zachováńı energie a kv̊uli tomu,
že těžǐstě nemůže dostat výše než kdy bylo. Proto:

ym sin(ωt)− ωt sinα ≤ ypoc.

Všechny parametry této rovnice už známe, f v ω si můžeme zvolit libovolně
a t se pak lineárně nar̊ustá a zkouš́ıme jestli bude nerovnost platit, jinak
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ym =| DT |. Následovně pak už jen dosad́ıme do rovnice a zjist́ıme jestli
nerovnost plat́ı nebo ne. Pokud bude platit, tak se koule nezačne kutálet,
pokud nebude platit, koule se rozkutáĺı.
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16.6 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; P úloha

Jak všichni v́ıme, v jeskyńıch středńı Evropy je docela zima, okolo 4 ◦C. Proč
je v metru docela teplo celý rok? Uvolňuje se v́ıce tepla z př́ıtomných lid́ı,
nebo sṕı̌se z technického zázemı́?
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Na začátek chci poznamenat, že nejsem z Prahy a tak si nejsem úplně jist
jak je to určitými věcmi.

Jak v́ıme, tak v obecně v podzemı́ je teplota obecně výrazně stabilněǰśı.
Jedna z hlavńıch př́ıčin je ta, metro/jeskyně je obklopena spoustou materiálu
a ten vyrovnává teplotu, přes onu zeminu je metro/jeskyně spojeno s celou
Zemı́ a jedná se o něco jako rezervoár z termodynamiky (ze seriálových úloh).
To nám teplotu vyrovnává.

V jeskyńıch se ale moc lid́ı ani techniky normálně nevyskytuje a tak se a
tak se nemá jak zahřát, v momentě vyřazeńı metra by pravděpodobně taky
pomalu došlo ke sńıžeńı teploty ve většině oblast́ı až k teplotě co je v jes-
kyńıch. Samozřejmě stále docháźı ke změnám teplot v pr̊uběhu zimy, ale jsou
nevýrazné.

Zároveň je teplota stabilńı, jelikož i počet lid́ı v metru je celoročně stabilńı.

Co se týče dodatečné otázky, co výrazněji zvyšuje teplotu jestli lidé nebo
př́ıstroje, tak zde už je problém složitěǰśı. Nejsem si totiž úplně jistý, co vše
je zde za př́ıstroje, ale určitě budou mı́t soupravy nějaké motory. Př́ıvody
elektřiny asi budou produkovat oproti tomu zanedbatelné teplo. Dále ještě
bude produkovat teplo i osvětleńı, ale nev́ım jaké zdroje jsou zde použity.
Takže těžko ř́ıci. Dále je otázka jaké teplo budou odevzdávat lidé. Jelikož si
mysĺım, že pr̊uměrný počet osob se může pohybovat kolem 200 až 300 osob.

Soupravy dále vytvářej́ı velké množstv́ı unikaj́ıćı energie ve formě tepla,
např́ıklad elektromotory soupravy, prouděńı vzduchu, teplo vzniklé brždě-
ńım. . . Dále zde jsou ještě daľśı př́ıstroje, ale ty už takové teplo nevyráb́ı.

Podle mých odhad̊u se asi uvolňuje v́ıce tepla z technického zázemı́.

Částečně jsem čerpal z:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Metro_v_Praze
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16.7 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; E úloha

Pomoćı digitálńıho fotoaparátu změřte frekvenci stř́ıdavého proudu v śıti.
Postač́ı i chytrý telefon s vhodnou aplikaćı, která umožńı nastavit přesnou
hodnotu expozičńıho času.
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Měřeńı frekvence stř́ıdavého proudu pomoćı

fotoaparátu

Teorie: Teorie je poměrně jednoduchá. Použijeme fotoaparát nebo mo-
bil a natav́ıme dobu expozice na nějaký určený časový úsek a poté si najdeme
nějaký zdroj světla který zhaśıná (známým př́ıkladem je zářivka, my jsme
však použili doutnavku) a přitom budeme pohybovat bud’to fotoaparátem
nebo zdrojem světla. Měli bychom poté dostat 100 teček (50 Hz (doutnavka
se rozsv́ıt́ı 2× během periody)) vyrovnaných vedle sebe (to kv̊uli pohybu).

Pomůcky: Mobil s nastavitelnou dobou expozice, doutnavka.

Provedeńı: Tabulka s naměřenými hodnotami se nacháźı ńıže:

i n f
Hz

∆f
Hz

1 98 49 0,75
2 98 49 0,75
3 97 48,5 1,25
4 100 50 -0,25
5 103 51,5 -1,75
6 100 50 -0,25
7 102 51 -1,25
8 97 48,5 1,25
9 98 49 0,75
10 102 51 -1,25∑

497,5 9,5
6 ◦ 49,75 0,95

f = (49, 75± 0, 95) Hz,

η =
0, 95

49, 75
= 1, 91%.
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1. foto

2. foto

Interpretace: Jak vid́ıme tak, frekvence se pohybuje kolem 50 Hz. Naše
měřeńı bylo i docela přesné.

Dále se pod́ıváme na chyby, kterými bylo zat́ıženo měřeńı. Nejprve nás
může napadnout, že frekvence neńı přesně 50 Hz, což je částečně pravda,
jelikož frekvence neńı a ani nemůže být naprosto stálá. Dále také může
zp̊usobovat nějakou chybu fotoaparát a to t́ım, že doba expozice nemuśı být
přesná. Dále ještě můžu špatně poč́ıtat tečky (toto je asi v mém př́ıpadě nej-
pravděpodobněǰśı, ale radši to zanedbejme :D). Měřeńı bylo celkové poměrně
přesné. Naše naměřená hodnota f = (49, 75± 0, 95) se shoduje s reálnou.
Jak tedy vid́ıme, chyba fotoaparátu mobilu asi nebyla tak velká, pro jis-
totu bych j́ı ale však ještě připočetl a zvětšil odhad chyby na 5%, tud́ıž
f = (49, 75± 2, 49) Hz. Což je však stále velmi přesné. Naše metoda tedy
byla poměrně přesná a účinná.
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16.8 FYKOS XXIX. ročńık; 5. série; S úloha

a. Použijte vztah pro entropii ideálńıho plynu S (U,V,N) z řešeńı třet́ı seriálové
úlohy

S(U, V,N) =
s

2
nR ln

(
UV κ−1

s
2
Rnκ

)
+ nRs0

a vztah pro změnu entropie

dS =
1

T
dU +

p

T
dV − µ

R
dN

a vypoč́ıtejte chemický potenciál jako funkci U, V a N. Upravte dále na
funkci T, p a N.

Pom̊ucka: Přečtěte si o derivaćıch a malých změnách v druhém d́ıle seriálu.
Nyńı by už mělo být zřejměǰśı, že koeficienty jako 1/T před dU spoč́ıtáte jako
parciálńı derivaci S (U,V,N) podle U. Nezapomeňte na užitečný vztah ln (a/b)
= ln a ? ln b a že n = N/NA.

Bonus: Vyjádřete t́ımto zp̊usobem i teplotu a tlak jako funkce U, V a N.
Eliminujte závislost tlaku na U, abyste dostali stavovou rovnici.

b. Je chemický potenciál ideálńıho plynu kladný, nebo záporný (s0 považujte
za zanedbatelné)?

c. Co se bude d́ıt s plynem v ṕıstu, pokud je plyn napojený na rezervoár
s teplotou Tr? Ṕıst se m̊uže volně pohybovat a z druhé strany na něj nic
nep̊usob́ı. Popǐste, co se bude d́ıt, pokud dovoĺıme jen kvazistatické procesy.
Kolik práce takto dokážeme extrahovat? Plat́ı, že se takto minimalizuje volná
energie?

Pom̊ucka: Na výpočet práce se vám m̊uže hodit vztah

∫ b

a

1

x
dx ln

b

a
.
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d. Entalpii jsme definovali jako H = U + pV, Gibbsovu energii jako
G = U - TS + pV. Jaké jsou přirozené proměnné těchto potenciál̊u? Jaké
termodynamické veličiny dostaneme derivacemi těchto potenciál̊u podle svých
přirozených proměnných?

e. Vypoč́ıtejte změnu grandkanonického potenciálu d\ohm z jeho definičńıho
vztahu \ohm = F - µN.
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1) Nejprve máme rovnici:

dS =
1

T
dU +

p

T
dV − µ

T
dN

TdS = dU + pdV − µdN

dU + pdV − TdS = µdN

µ =
dU + pdV − TdS

dN

A nyńı nám ještě překáž́ı p, T a S. Za S dosad́ıme:

S(U, V,N) =
s

2
nE ln

(
UV κ−1

s
2
Rnκ

)
+ nRs0

µ =
dU + pdV − Td

(
s
2
nE ln

(
UV κ−1

s
2
Rnκ

)
+ nRs0

)
dN

No a ted’ už se to z toho jen NĚJAK vymlát́ı :D

2) Bude kladný, jelikož v rovnici dU = TdS − pdV + µdN nás zaj́ımá
člen µdN a když budeme přidávat částice tak N bude kladné a energie se
bude zvyšovat, proto muśı být µ kladné, když budeme odeb́ırat částice, tak
změna bude záporná a záporný bude i počet částic, tud́ıž µ je jasně kladné.

3) Zálež́ı na tom jaká bude počátečńı teplota ṕıstu, pokud bude nižš́ı než
TR, tak bude plyn v ṕıstu zvětšovat objem. Naopak bude teplota v ṕıstu
vyšš́ı než TR dojde ke zmenšeńı obejmu vzduchu. Všechny procesy budou
izobarické.
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17 FYKOS XXIX. ročńık 6. série

17.1 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; 1. úloha

V roce 2015 byla udělena Nobelova cena za fyziku za experimentálńı prokázáńı
oscilace neutrin. O neutrinech jste už jistě někdy slyšeli a možná v́ıte, že s
látkou interaguj́ı jen velmi slabě a proto dokáž́ı bez zpomaleńı proletět Zemı́
a jinými velkými objekty. Zkuste za pomoci literatury a internetových zdroj̊u
určit, kolik neutrin se v jednom okamžiku nacháźı v pr̊uměrném člověku.
Nezapomeňte citovat zdroje!
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V prvńı řadě určitě budeme potřebovat znát náš objem. Pr̊uměrná hmot-
nost je přibližně 70 kg a naše hustota je o trochu nižš́ı než hustota vody (0,985).
Jelikož údaj 70 kg je hodně přibližný, můžeme poč́ıtat, že náš objem je
přibližně 70 litr̊u (= 70 dm3 = 70 000 cm3).

Na adrese http://www.aldebaran.cz/bulletin/2005_05_neu.php jsem
našel, že v každém cm3 je přibližně 300. Poté dostáváme pro tělo výsledek
přibližně 21 000 000.

Na adrese http://lappweb.in2p3.fr/neutrinos/anunivers.html jsem
našel, že v každém cm3 je přibližně 330 (110 pro každou rodinu). Poté
dostáváme pro tělo výsledek přibližně 23 100 000.

Výsledek by se tedy měl řádově pohybovat kolem 2 · 107 neutrin v pr̊u-
měrném člověku.
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17.2 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; 2. úloha

Pikošova kamarádka nośı brýle. Když si je nasad́ı, jej́ı oči se zdaj́ı menš́ı. Je
krátkozraká či dalekozraká? Svou odpověd’ dobře zd̊uvodněte.
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Nejprve muśıme zjistit, o jakou čočku se jedná. Jedná se o rozptylku, je-
likož si můžeme představit, že k čočce jdou paprsky z v́ıce směr̊u, ale z ńı
odcháźı už jako svazek (který má bĺıže k rovnoběžkám).

Vše vysvětluje obrázek:

Plné čáry jsou paprsky, čárkované paprsky ukazuj́ı to, jak je možné, že se
oko bude jevit menš́ı. V bodě p je pozorovatel.

Jedná se o rozptylky, Pikošova kamarádka je tedy krátkozraká.

Strana 323 z 346
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17.3 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; 3. úloha

Autem o hmotnosti M jedeme nahoru do kopce a dol̊u ze stejného kopce se
sklonem ? stejnou rychlost́ı v se zařazeným stejným převodovým stupněm, a
tedy stejnými otáčkami motoru. Jaký je rozd́ıl tažného (do kopce) a brzdného
(s kopce) výkonu motoru?
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Nejprve si potřebujeme shrnout nějaká fakta. Když pojede auto do kopce,
tak mu muśı být dodána potenciálńı energie, tud́ıž E = mgh. Naopak proti
tomu poté muśı auto nějak ztratit tuto energii.

Když jede auto do kopce, tak se v̊ubec muśı nějak udržet v pohybu a
nav́ıc ještě je tu tehdence, že by se začalo pohybovat i nazpět, kdyby motor
vypověděl službu. Zat́ımco, když jede z kopce, tak by auto po výpadku mo-
toru (a bez použit brzd) začalo zrychlovat.

Důležitý aspekt je odpor okoĺı. Dı́ky konstantńı rychlosti bude odpor
okoĺı (odpor vzduchu, třeńı pneumatik, hybnost elektron̊u odlétávaj́ıćıch ze
světel. . . ) konstantńı.

Představme si, že když jede auto z kopce, tak výkon je nulový (odpor
vzduchu a úhel kopce α má tu správnou velikost). Pak bude výkon P2 = 0.
A co výkon při výjezdu? Nejprve bude muset auto překonat odpor prostřed́ı
a poté se muśı samo nějako pohánět do kopce. Jakou práci na sobě vy-
koná můžeme snadno spoč́ıtat jako: E = mgh. A převýšeńı spoč́ıtáme jako:
h = vt sinα, s t́ım, že vt je uražená vzdálenost autem, pro naše účely je vždy
t = 1 s. A sinα určuje jaká část z této vzdálenosti bude v horizontálńım
směru. Poté bude výkon: Pauta = Mgvt sinα/t = Mgv sinα.

Nyńı si označme výkon odporu prostřed́ı jako Pp. Poté bude platit, že
prvńı výkon bude P1 = Pp + Pauta a druhý výkon bude v tomto specifickém
př́ıpadě: P2 = 0. V druhém př́ıpadě, na auto p̊usob́ı stále odpor prostřed́ı,
tud́ıž zde muśı být nějaký ekvivalentńı výkon, a to výkon zp̊usobený gra-
vitačńım zrychleńım.

Tento výkon budeme poč́ıtat jako Pgravitacni = Fv sinα = Mgv sinα, což
už vypadá familiérně. Akorát že nyńı p̊usob́ı rychlost v opačném směru, tud́ıž
pro nás záporném. Tud́ıž: P2 = Pp − Pgravitacni = 0.
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Nyńı budeme uvažovat př́ıpad, kdy se už motor bude aktivně pod́ılet.
Tud́ıž když pojedeme z kopce tak výkon bude:

P2 = Pp − Pgravitacni,

což pozor nebude 0. A prvńı výkon bude

P1 = Pp + Pauta,

bude odpor prostřed́ı a výkon motoru. Zaj́ımavé je, že Pgravitacni a Pauta maj́ı
přesně opačné velikosti, zbytek výraz̊u je stejný.

Rozd́ıl tedy je

∆P = Pgravitacni + Pauta = 2(Mgv sinα).
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17.4 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; 4. úloha

Pro ohřev plasmatu ve fúzńıch zař́ızeńıch se použ́ıvaj́ı svazky neutrálńıch
částic. V takovém zař́ızeńı se nejprve urychĺı ionty deuteria na vysokou ener-
gii a následně se přenosem náboje neutralizuj́ı, přičemž si zachovávaj́ı téměř
p̊uvodńı rychlost. Na tokamaku COMPASS maj́ı částice na výstupu ze svazku
energii 40 keV a proud ve svazku těsně před neutralizaćı je 12 A. Jaká śıla
p̊usob́ı na generátor svazku? Jaký je jeho výkon?
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Nejprve si převedeme data ze zadáńı:
1 eV ≈ 1, 605 · 10−19 J
40 keV ≈ 6, 42 · 10−15 J

Atomová hmotnost (klidová): 2, 014 · 1, 661 · 10−27 = 3, 35 · 10−27 kg
Budeme potřebovat spoč́ıtat rychlost:
E = 1

2
mv2

v =
√

2E
m
≈ 1, 96 · 106 m · s−1

Rychlost je dostatečně malá na to abychom mohli změnu hmotnosti vli-
vem rychlosti zanedbat:

m =
m0√
1− v2

c2

.

Ted’ když známe rychlost a proud (12 A), tak pomoćı náboje (onen náboj
je 1 elektron) můžeme spoč́ıtat počet částic za čas.

e = 1, 602 · 10−19 C.
I = 12 A
I = ∆Q

∆t

Q = e ·N (N . . . počet částice)
N = It

e
= 12

1,602·10−19 t→ 7, 49 · 1019 castic · s−1

Nyńı v́ıme kolik zde projde za sekundu částic a jejich energii, můžeme
tedy spoč́ıtat výkon a to:

P = E ·N = 40 000 · 7, 49 · 1019 ≈ 3 · 1024 W.

A pro výpočet śıly použijeme vztah: P = F · v.
v = 1, 96 · 106 m · s−1

F = P
v

F = 3·1024

1,96·106 ≈ 1, 53 · 1018 N.
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17.5 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; 5. úloha

V homogenńım magnetickém poli B = (0,0,B0), B0 = 5 · 10-5 T ob́ıhaj́ı po
kružnićıch v rovině xy dvě částice, elektron s hmotnost́ı me = 9, 1 · 10−31 kg a
nábojem −e = −1, 6 · 10−19 C a alfa částice s hmotnost́ı mHe = 6, 6 · 10−27 kg
a nábojem 2e. Poloměr trajektorie elektronu je re = 2 cm, poloměr trajektorie
alfa částice je rHe = 200 m. V jednom okamžiku zapneme slabé homogenńı
elektrické pole E = (0,0,E0), E0 = 5 · 10-5 V·m−1. Určete, jaké dráhy se a sHe
uraźı každá z částic za čas t = 1 s od zapnut́ı elektrického pole. Předpokládejte,
že částice jsou dostatečně vzdálené a nevyzařuj́ı.
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Pro nás je velmi kĺıčový vztah:

Fm =| Q | vB

My známe: Q = −1, 6 ·10−19, B = (0, 0, B0), B0 = 5 ·10−5T. v však neznáme.

Dále se tato śıla muśı rovnat dostředivé śıle. Fm = Fd. S t́ım, že Fd = mv2

r

Tud́ıž:

| Q | vB = m
v2

r
,

z toho odvod́ıme v a r jako:

v =
r | Q | B

m
,

r =
mv

| Q | B
.

Nyńı jsme už schopni spoč́ıtat všechny parametry dráhy (předevš́ım v). Tedy
konkrétně:

re = 0, 02 m
rHe = 200 m
e = 1, 6 · 10−19 C
Qe = −e
QHe = 2e
B = (0, 0, B0), B0 = 5 · 10−5 T
me = 9, 1 · 10−31 kg
mHe = 6, 6 · 10−27 kg

Dále pouze dosad́ıme do vzorečku:
ve ≈ 1, 76 · 105 m · s−1

vHe ≈ 4, 85 · 105 m · s−1
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Dále se bude hodit vzoreček pro Lorenzovu śılu:

F = q(E + v ×B)

F . . . śıla
q . . . elektrický náboj
v . . . rychlost náboje
E . . . intenzita eklektického pole
B . . . Magnetická indukce
× . . . vektorový součin

Pokud chceme pouze př́ıspěvek elektrického pole tak:

Fel = qE

Budeme ještě potřebovat následuj́ıćı údaj:
E = T = (0, 0, T0), T0 = 5 · 10−5 V ·m−1

Nyńı jsme schopni spoč́ıtat jednotlivé śıly.

Všimněme si, že elektrické pole p̊usob́ı ve směru osy z, tud́ıž kolmo na
magnetické pole, nav́ıc pokud odsad́ıme konkrétńı č́ısla, tak zjist́ıme, že elek-
trická śıla je velmi malá (asi 100 000 krát menš́ı). Proto, si rozděĺıme pohyb
na 2 složky, jeden v rovině xy a druhý, který bude p̊usobit ve směru osy z. Po-
hyb ve směru osy z bude pak rovnoměrně zrychlený, budeme tedy potřebovat
znát zrychleńı. Zrychleńı jsme schopni spoč́ıtat jako:

a =
F

m
=
qE

m
.

Po č́ıselném dosazeńı pak dostáváme hodnoty:

ae =
−1, 6 · 10−19 · 5 · 10−5

9, 1 · 10−31
≈ −8, 8 · 106 m · s−2,

aHe =
3, 2 · 10−19 · 5 · 10−5

6, 6 · 10−27
≈ 2, 4 · 103 m · s−2.

Z toho hned vid́ıme, že zrychleńı elektronu je extrémńı a už od prvńıho
pohledu můžeme ř́ıci, že elektron uraźı na z souřadnici přibližně 4 000 km,
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což je opravdu hodně. Nyńı ale potřebujeme znát rychlosti v ploše xy. Ty už
však máme spočteny jako:

ve ≈ 1, 76 · 105 m · s−1

vHe ≈ 4, 85 · 105 m · s−1

A nyńı je idea prostá a to, že př́ımém směru (směr xy) je rychlost kon-
stantńı a v horizontálńım směru lineárně nar̊ustá. V čase t tedy bude rychlost:

v =
√
v2 + (at)2

Nás zaj́ımá uražená dráha, tud́ıž provedeme určitý integrál této funkce podle
času t:

s =
∫ 1

0

√
v2 + (at)2dt

Přiznám se, že zas tak dobře integrovat neumı́m a tak jsem použil http:
//www.wolframalpha.com/:∫ 1

0

√
(1.76 · 105)2 + (−8.8 · 106 · t)2dt ≈ 4, 4 · 106 m

∫ 1

0

√
(4.85 · 105)2 + (2.4 · 103 · t)2dt ≈ 4, 85 · 105 m

Všimněme si, že u elektronu byla magnetická śıla takřka zanedbatelná
v̊uči elektrické, zat́ımco v druhém př́ıpadě to bylo úplně naopak.
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17.6 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; P úloha

Vymyslete co nejv́ıce zp̊usob̊u, jak sestrojit zař́ızeńı, které pozná, jakým směrem
je natočeno v̊uči směru t́ıhového zrychleńı a tuto informaci nějakým zp̊usobem
převede na elektrický signál. (Zař́ızeńı na zp̊usob akcelerometr v chytrých te-
lefonech.)
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Můžeme si udělat několik podkategorii - pokud se nebudeme pohybovat,
můžeme gyroskop, toto by nefungovalo, pokud bychom letěli do vesmı́ru nebo
na zař́ızeńı nějak p̊usobili. Pro zjednodušeńı, ale můžeme předpokládat, že
máme vždy nějaké reálné zrychleńı nějakým směrem a že se nepohybujeme
(nebo alespoň nějak ± reálně.)

Prvńı př́ıpad, co mě napadl je, na styl kyvadla: Měli bychom za něco
zavěšené kyvadlo a poté bychom např́ıklad měřili změnu elektrického pole
v ćıvkách, které bychom umı́stili na stěnách, tak aby se kyvadlo př́ıpadně
pohybovalo př́ımo nad nimi, tak aby pr̊uchodem kolem nich vyvolávalo elek-
trický proud (samozřejmě je potřeba správně zvolit materiály). Tento systém
má však tu nevýhodu, že pokud se směr zrychleńı nebude měnit, tak ne-
bude docházet ke generováńı elektrického pole, tud́ıž pokud nebudeme mı́t
předcházej́ıćı informaci o p̊usobeńı pole, tak nev́ıme jakým směrem pole
p̊usob́ı. Možnost jak to zjistit je mı́rně s př́ıstrojem zahrkat. Je i v́ıce zp̊usob̊u
jak by šlo z tohoto zař́ızeńı źıskávat onu informaci, např́ıklad ke kyvadlo by
byly připojeny 4 tyče, každá směřuj́ıćı jiným směrem a tyto tyče by byla za-
souvány nebo vysouvány ze stěny a opět by šlo ćıvkami převádět informaci
na elektrický signál.

To samé by se dalo i upravit tak, že máme dutinu ve tvaru koule a v ńı
kuličku, ve stěnách jsou pak ćıvky. Které budou detekovat př́ıpadný pohyb.

Toto se dá dále upravit na systém, kde budeme mı́t malé páčky trč́ıćı do
komory a v ńı budeme mı́t ṕısek nebo nějakou kapalinu (se správnými vlast-
nostmi (jako viskozita hustota. . . )). Poté budeme měřit výchylku tyček/páček.
Velmi podobně funguje i naše ucho.

Nyńı budeme mı́t 3 na sobě nezávislá kyvadla (1. se bude kývat ve směru
x, druhé y, posledńı z.) na obou stranách kyvadla budou pružinky, které se
ho budou snažit držet v př́ımé poloze. Bud’to opět můžeme měřit ćıvkami
generovaný proud a nebo můžeme vrchol použit jako ovladač proměnlivého
odporu, na jehož základě můžeme snadno vypátrat polohu páčky i když se
t́ıhové zrychleńı neměńı.

Daľśı možnost je zavěsit volně laser/nějaké soustředěné světlo a dol̊u pod
něj/do tvaru koule uspořádat malé solárńı panely, za základě znalosti, který
panel produkuje nějaký proud, budeme schopni vypátrat směr zrychleńı (opět
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c©Petr Šimůnek 2015&2016 Sb́ırka úloh Petra Šimůnka

v libovolný okamžik).

Také ještě na podobném principu by šlo udělat to, že zavěśıme závaž́ı
na pružiny z obou stran a poté dáme po stranách ćıvky a budeme měřit
vychýleńı (změnu vychýleńı).

Posledńı a asi nejméně přesná metoda je mı́t komoru se zdrojem teplého
vzduchu. Poté by se na r̊uzných mı́stech komory měřil vzduch teploměry.
Teplý vzduch bude stoupat nahoru, teploměr co naměř́ı nejnižš́ı teplotu bude
nejńıže.

Ještě mě napadá daľśı možnost a to je použit́ı kondenzátor̊u. Např́ıklad
můžeme mı́t opět 3 na sebe kolmé př́ıstroje, každý měř́ıćı v jiné ose. Je-
likož kapacita kondenzátoru záviśı mimo jiné na vzdálenosti desek (nepř́ımo),
tak bychom umı́stili 2 desky proti sobě a s použit́ım pružinek bychom byli
schopni vypoč́ıtat dokonce i velikost t́ıhového zrychleńı v př́ıslušném směru
a z př́ıstroje by šla źıskat informace v jakýkoliv okamžik (i v klidu).

Poté lze aplikovat kondenzátory např́ıklad i na př́ıstroj ve stylu kyvadla,
kdy by byly kondenzátory po stranách a měřili by vzdálenost ke kyvadlu a
tak určovali jeho vychýleńı.

Také ještě můžeme k měřeńı polohy kyvadla použ́ıt laser. Nebo dát na
stranu světlo a na kyvadlo vypouklé zrcadlo a na druhou stranu dát solárńı
panel a měřit množstv́ı dopadeného světlo.

Při večerńım googleńı jsem ještě narazil na Piezoelektrický jev,38 kdy při
stlačeńı krystalu docháźı ke generováńı elektrického napět́ı. Toto by se dalo
rovněž velmi jednoduše implementovat několika zp̊usoby. Např́ıklad mějme
kouli uvnitř kole a po vnitřńım povrchu vněǰśı koule bude jen spousta těchto
čidel.

38https://en.wikipedia.org/wiki/Piezoelectricity
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17.7 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; E úloha

Pokud pust́ıte hoṕık či nějaký jiný mı́ček na vhodný povrch, pak se začne
odrážet. Při každém odrazu se disipuje (ztráćı do tepla, zvuku atd.) kinetická
energie mı́čku a proto nevyskoč́ı do takové výše, co p̊uvodně. Definujme koe-
ficient restituce jako poměr kinetických energíı mı́čku po dopadu ku kinetické
energii před dopadem. Záviśı koeficient restituce na výšce, ze které mı́ček
dopadal? Vyberte si jeden vhodný mı́ček a jeden vhodný povrch, na kterém
proměřte závislost koeficientu restituce na výšce, ze které mı́ček dopadl. Ex-
periment náležitě popǐste a proved’te dostatečný počet měřeńı. Nezapomeňte
na vliv odporu vzduchu.
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Zákeřný restitučńı koeficient

Teorie:

Teorie pokusu je poměrně jednoduchá: Vezmeme gumový mı́ček (hoṕık (nadále
jako hoṕık)). A poté ho z určité výšky pust́ıme a poté budeme měřit jak vy-
soko opět vyskočil.

Bude zde však hodně věćı, které nám budou komplikovat měřeńı.

Začneme s odporem vzduchu, zde se nám bude ztrácet energie, kterou
budeme mylně započ́ıtávat do ztráty při odrazu. Nav́ıc odpor vzduchu se
měńı společně s druhou mocninou rychlosti. Nav́ıc tuto chybu nemůžeme jen
tak odstranit, na to bychom potřebovali např́ıklad vzduchoprázdný válec.
Takové vybaveńı mi však chybělo.

Dále se mı́ček vždy neodraźı přesně nahoru, ale může i mı́rně do stran,
může mı́t nějakou pomalou rotaci, kv̊uli které rovněž neodskoč́ı přesně na-
horu. V d̊usledku těchto nepřesných odraz̊u naměř́ıme poté menš́ı výšku od-
skoku.

Nadále zde vzniká určitá chyba d́ıky nám a to d́ıky tomu, že např́ıklad
hoṕık poušt́ıme pouze přibližně z nějaké výšky, udělujeme mu mı́rnou rotaci,
ale co nejd̊uležitěǰśı, nejsme přesně schopni změřit do jaké výšky se hoṕık od-
razil. Nemůžeme ho zde prostě zastavit a v klidu si změřit výšku, ale muśıme
dávat pozor, d́ıvat se pod vhodným úhlem a tak dále. Toto bych odhadoval
jako jednu z hlavńıch chyb měřeńı.

Také hoṕık nemusel být přesná koule.

Nakonec jsou zde ještě chyby zp̊usobené podložkou, např́ıklad zde mohou
být nějaké drobné nerovnosti a nečistoty, rovněž nemuśı být podložka zcela
horizontálńı. (Tyto chyby jsou však ale ve srovnáńı s ostatńımi už zanedba-
telné.)
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Pomůcky:

hoṕık, metr

Měřeńı:

Rozhodl jsem se, že provedu vždy 10 měřeńı pro každou výšku. Z nich pak
spoč́ıtám středńı hodnotu a chybu poté jsem vynesl hodnoty do grafu. Jak
jsem zjistil, data vypadala jako lineárńı funkce (koeficient restituce nezáviśı
na výšce). Nakonec jsem ještě provedl fit.

h
cm

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
1 19 24 31 37 43 51 56 62 65 71
2 18 23 30 36 41 47 52 59 65 75
3 19 25 30 36 41 47 53 58 69 73
4 17 25 32 37 42 48 54 59 65 70
5 18 25 29 36 45 46 55 58 65 71
6 18 23 30 38 44 47 55 58 65 72
7 17 23 29 35 42 48 56 62 64 70
8 19 24 32 35 44 46 54 59 68 70
9 18 25 31 35 44 47 56 59 67 70

10 18 25 32 38 42 49 55 58 66 75∑
181 242 306 363 428 476 546 592 659 717

O\ 18,1 24,2 30,6 36,3 42,8 47,6 54,6 59,2 65,9 71,7
η 0,60 0,61 0,61 0,61 0,61 0,60 0,61 0,59 0,60 0,60∑
∆ 5,4 8 10 9,6 12 11,2 10,8 11,2 12,8 16,4
∆ 0,54 0,8 1 0,96 1,2 1,12 1,08 1,12 1,28 1,64
ch
%

3,0 3,3 3,3 2,6 2,8 2,4 2,0 1,9 1,9 2,3
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f(x) : y = 0, 604

Závěr:

V úloze jsem měl za ćıl vypátrat př́ıpadnou závislost restitučńıho koeficientu
na p̊uvodńı výšce. Pomoćı naměřených dat jsem došel k závěru, že restitučńı
koeficient neńı na výšce závislý, jelikož se v mém př́ıpadě pohyboval vždy jen
mı́rně nad hodnotou 60%. Proto tedy vyvozuji výše zmı́něný závěr a to, že
koeficient je konstantńı (v závislosti na výšce).

Na závěr jsem rozhodl, že své měřeńı podlož́ım fakty, na stránce: http:
//fyzweb.cz/materialy/aplety_hwang/bouncingBall/index.html, jsem
našel, že koeficient restituce r definován jako: r = v0

v1
. Z toho odvod́ıme:

r =
v0

v1

,

E =
1

2
mv2,

v =

√
2E

m
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E = mgh

v =

√
2mgh

m

v =
√

2gh

r =

√
2gh0√
2gh1

,

r =

√
2g√
2g

√
h0√
h1

,

r =

√
h0√
h1

,

√
h1 =

√
h0

r
,

h1 =
h0

r2
.

S t́ım, že vid́ıme, že r z̊ustává po celou dobu konstantńı, tud́ıž h1 bude
nar̊ustat lineárně h0, což je zcela v souladu s měřeńım a odvozeným výsledkem.
Koeficient restituce tud́ıž nezáviśı na výšce, ze které hoṕık padá.

Dodatek: Koeficient restituce bude ještě závislý na materiálech (hoṕıku
a podložky).
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17.8 FYKOS XXIX. ročńık; 6. série; S úloha

a. Najděte v tabulkách nebo na internetu, jak se změńı entalpie a Gibbsova
energie při reakci

2H2 + O2 → 2H2O,

kde jde o přeměnu plyn̊u na plyn a odehrává se při standardńıch podmı́nkách.
Vypoč́ıtejte také, jak se změńı entropie při takovéto reakci. Výsledky udávejte
vztažené na jeden mol.

b. Pro fotonový plyn plat́ı, že tok energie skrze plochu je dán vztahem

j =
3

4

k4
Bπ

2

45h̄c3
vT 4.

Dosad’te hodnoty konstant a porovnejte výsledek se Stefanovým-Boltzmannovým
zákonem.

c. Vypoč́ıtejte vnitřńı energii a Gibbsovu energii fotonového plynu. Dále
pomoćı vnitřńı energie vypoč́ıtejte závislost teploty fotonového plynu na ob-
jemu při adiabatickém rozṕınańı, tedy při procesu s δQ = 0.

Nápověda: Zákon pro adiabatický děj s ideálńım plynem jsme odvodili v
druhém d́ılu seriálu.

d. Vezměme si fotonový plyn. Ukažte pro δQ/T, že pokud ho vyjádř́ıme
jako

δQ/T = f,TdT + f,V dV,

tak funkce f,T a f,V splňuj́ı nutnou podmı́nku na existenci entropie, tedy že

∂f,T (T, V )

∂V
=
∂f,V (T, V )

∂T
.
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a)

Entalpie:
https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_enthalpy_of_formation

H2:
0 kJ ·mol−1

O2:
0 kJ ·mol−1

H2O:
?241,818 kJ ·mol−1

Reakce:

2H2 + O2 → H2O

0 kJ ·mol−1 → −241, 818 kJ ·mol−1

Gybbsova energie:
https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_Gibbs_free_energy_of_formation

H2:
0 kJ ·mol−1

O2:
0 kJ ·mol−1

H2O:
-228,61 kJ ·mol−1

Reakce:

2H2 + O2 → H2O

0 kJ ·mol−1 → −228, 61 kJ ·mol−1
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Entropie:

H2:
130,68 J ·mol−1 ·K−1

http://webbook.nist.gov/cgi/cbook.cgi?ID=C1333740&Mask=1

O2:
205,15 J ·mol−1 ·K−1

http://webbook.nist.gov/cgi/cbook.cgi?ID=C7782447&Mask=1

H2O (Gas properties):
188,84 J ·mol−1 ·K−1

https://en.wikipedia.org/wiki/Water_(data_page)

Reakce:

2H2 + O2 → H2O

2 · 130, 68 + 205, 15→ 2 · 188, 84

466, 51 J ·mol−1 ·K−1 → 377, 68 J ·mol−1 ·K−1

b)

j =
3

4

k4
Bπ

2

45h̄3c3
cT 4,

kB = 1, 381 · 10−23 J ·K−1,
h̄ = 1, 055 · 10−34 J · s,
c = 299 792 458 m · s−2,
T = 2, 73 K,

j = 3, 149 · 10−6 J · s−1 ·m−2

Stefan̊uv-Boltzmann̊uv zákon:
I = σT 4

σ = 5, 67 · 10−8 Wm−2K−4

I = 3, 149 · 10−6 Wm−2
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c)

Vnitřńı energii spoč́ıtáme jako:

dU = TdS − pdV,

TdS = T · 4αV T 3,

pdV = αT 4 · V,

U = 4αV T 4 − αV T 4 = 3αV T 4,

U =
k4
Bπ

2

15h̄3c3
V T 4,

Gibbsovu energii spoč́ıtáme jako:

dG = −SdT + V dp,

SdT = 4αV · T
4

4
= αV T 4,

V dp = αV T 4,

G = −αV T 4 + αV T 4 = 0,

Dále závislost teploty fotonového plynu v závislosti na objemu:

pV κ = konst.,

p = αT 4,

αT 4V κ = konst.,

T =
4

√
konst.

αV κ

d)
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18 Výsledky

18.1 M&M

http://mam.mff.cuni.cz/rocnik/22/

18.2 FYKOS

http://fykos.cz/poradi/vysledky-celkove?volume=29&serie=6

19 Statistika

Od prvńı ho posledńıho dne: ≈10 měśıc̊u
VyTEXáno stran: 346

Soubor̊u: 1 237
Celkem slov: 81 460

Celkem znak̊u: 439 010
Vyprodukováno dat: 7,85+ GB

Petr Šimůnek
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O autorovi & dodatečné poznámky

Všechny texty byly sepsány během školńıho roku 2015&2016 mnou. Tato kni-
ha je pouze soupisem všech těchto úloh, záměrně byly všechna řešeńı po-
nechána v p̊uvodńım stavu (mohou se lǐsit pouze č́ısly odkaz̊u) a ještě jsou zde
zadáńı úloh, aby je nebylo třeba pracně dohledávat, texty seriálových úloh zde
kv̊uli délce nenaleznete, ale jsou na webových stránkách seminář̊u. To proto,
aby zde byla vidět typografická změna v mých řešeńıch. Jinak nepoč́ıtám že
tuto knihu bude někdo č́ıst celou, ale doufám že se najde alespoň někdo,
kdo si přečte alespoň pár krátkých článk̊u a nebo projede pár výsledk̊u.
Neumı́m česky, tud́ıž zde asi bude pár(set) bych, ale úmysl byl, aby převládala
vědecká hodnota. Doufám, alespoň něco z toho co si zde přečtete někoho v
budoucnu k něčemu inspiruje, hodně štěst́ı při čteńı.

Petr Šimůnek
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